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Résumé  
 
Cette thèse développe une analyse expérimentale et numérique de la structure d’un écoulement 
turbulent pleinement développé, dans un canal rectangulaire à ciel ouvert dont le fond présente un 
fort contraste transversal de rugosité. La rugosité est créée par des barrettes parallélépipédiques 
collées, à espaces réguliers, sur la zone centrale du canal, les parties latérales étant lisses. Les 
mesures par Anémométrie Laser Doppler à deux composantes ont conduit à une description 
détaillée des champs du tenseur de Reynolds et de vitesses moyennes, et notamment des 
écoulements secondaires. Après avoir déterminer l’évolution transversale de la fonction de 
rugosité, de la position de l’origine de la loi logarithmique et du frottement pariétal, on a analysé 
et interprété les lois de similitude des composantes du tenseur de Reynolds dans la zone de paroi 
et sous la surface libre. 
La simulation numérique exige la mise en œuvre de modèles du tenseur de Reynolds capables de 
restituer l’anisotropie de la turbulence et son amplification près de la paroi et de la surface libre. 
Après une étude comparative de plusieurs modèles, nous avons adapté une version algébrique du 
modèle de Gibson & Rodi (1989). L’analyse des prédictions du modèle dans des configurations 
de référence, tel que l’expérience de Hinze (1973) et nos mesures, montre qu’il simule 
correctement l’évolution transversale et verticale des profils des contraintes turbulentes ainsi que 
la structure des écoulements secondaires. Ce modèle est exploité pour proposer de nouvelles 
fermetures sur le frottement à la paroi et les termes dispersifs, liés au transport advectif, des 
modèles intégrés de Saint Venant. 
Mots-clés 
Ecoulements à surface libre - Turbulence - Anisotropie - Ecoulements secondaires - Paroi 
rugueuse -  Lois de parois - Modélisation- Fermetures au second ordre - Dispersion  
 
Abstract  
 
This study presents experimental and numerical results of the fully developed flow in a straight, 
rectangular open channel with a sharp transverse variation of the bottom roughness. The contrast 
of roughness is created by parallelepiped barrettes glued with regular spaces in the central zone of 
the bed wall, the other parts of the bottom being smooth. Using a two component Laser Doppler 
Anemometer, we obtained a detailed description of the Reynolds tensor and mean velocity fields, 
including the secondary flows structure. From these measurements, the transverse evolutions of 
the roughness function, the origin of the logarithmic law and the friction velocity were 
determined. It was so possible to analyse the wall laws of the Reynolds tensor components and 
their behaviour near the free surface. 
 The calculation of such flow requires second-order closure models of the Reynolds stresses that 
predict correctly the turbulence anisotropy and the secondary flows. The algebraic stress model 
developed in this work is issued from the Reynolds stress transport model of Gibson & Rodi 
(1989). The analysis of predictions of reference cases, as the experiments of Hinze (1973), and 
our measurements shows that the stress model used in this work permits to predict correctly the 
transverse evolution of the vertical profiles of the Reynolds stress tensor components and the 
secondary flow structure. This model allows us also to suggest new closures of the local bottom 
friction and the transverse dispersion due to the turbulence and the advection by the secondary 
flows, in the 2D-Saint Venant equations. 
Keywords 
Free surface flow - Turbulence - Anisotropy - Secondary flows - Rough wall - Wall laws - 
modelling - Second-order closures - Dispersion  
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Nomenclature  
 
a  Constante dans les fonctions de proximité de surface 
B  Largeur du canal 
B0   Paramètre de la loi exponentielle au voisinage immédiat de paroi 
Br    Fonction de rugosité 
bij   Tenseur d’anisotropie 
C  Fonction de rugosité  
CH  Coefficient de frottement de Chézy  
Cij   Tenseur d’advection 
cf   Coefficient de frottement 
Du,v,w  Paramètres des lissages exponentielles  
Dxy  Coefficient de dispersion longitudinale  
dij   Tenseur de diffusion 
E   Paramètre de la loi déficitaire  
e  Profondeur de l’élément de rugosité 
Fr   Nombre de Froude 
f, ffs, fwb, fwl Fonctions de proximité de surface 
fD   Fréquence Doppler 
g   Constante universelle de la gravité  
h  Tirant d’eau 
I  Pente du canal 
Ks  Rugosité équivalente en grains de sable de Nikuradse  
+
SK   Le nombre de rugosité 
 KSS
+   Limite supérieure du régime lisse en terme de rugosité 
+
SRK   Limite inférieure du régime pleinement rugueux en terme de rugosité 
k  Energie cinétique turbulente 
kS    Energie cinétique turbulente à la surface libre 
n  Coefficient de frottement de Manning-Strickler 
p   Fluctuation de pression 
P’   Pression moyenne 
P  Production de l’énergie cinétique turbulente 
Pε  Production de la dissipation 
  
Q   Débit  
Re    Nombre de Reynolds correspondant à Um  
Rh   Rayon hydraulique 
Rp  Rapport de production de la turbulence 
*
eR    Nombre de Reynolds correspondant lié à la vitesse de frottement u* 
Sij   Tenseur de taux de déformation 
U,V,W  Composantes de la vitesse moyenne dans le repère (O,x,y,z) 
v,u ′′′′   Fluctuations spatiales de vitesse 
<U>   Vitesse moyenne suivant la verticale 
Um   Vitesse débitante dans la section d’étude 
jiuu   Contraintes turbulentes  
u*  Vitesse de frottement 
x  Cordonnée longitudinale 
y  Cordonnée transversale 
z  Cordonnée verticale prise par rapport au sommet des éléments rugueux 
z0  Emplacement de l’origine du profil de vitesse  
z’  Distance prise par rapport à la surface libre  
Z    Coordonnée verticale prise en considération de z0 (Z=z+ z0) 
Z+    Variable interne 
α   Pente du profil de frottement turbulent 
β  Pente du fond du canal 
δij   Symbole de Kronecker 
ε  Taux de dissipation 
εS   Taux de dissipation à la surface libre 
ijΦ    Tenseur de redistribution 
κ  Constante de Von Karman  
l   Echelle de longueur des tourbillons énergétiques  
sl   Echelle de longueur des tourbillons énergétiques à la surface libre  
τb, τL  Frottement de cisaillement sur la paroi du fond et la paroi latérale 
<τ>  Frottement moyen 
Ω  Composante longitudinale de la vorticité 
ξ   Variable externe contenant le décalage z0 
   
ξ’   Variable externe prise par rapport au sommet des barrettes 
Ψ  Fonction courant 
ν    Viscosité cinématique de l’eau 
-νt    Viscosité turbulente 
Π    Paramètre de Coles 
ρ    Masse volumique de l’eau 
εσ   Le nombre de  « Prandtl/Schmidt » de dissipation 
kσ   Le nombre de Prandtl d’énergie cinétique turbulente 
w  La fonction de sillage de Coles 
ζ    Variable externe suivant la largeur 
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Introduction générale  
 
 
 
 
 
 
La modélisation des écoulements à surface libre recouvre des enjeux importants en hydrologie des 
eaux continentales dans une perspective de meilleure prédiction de la dynamique de ces systèmes 
et des transferts associés.  
 
Les écueils de la modélisation se situent notamment au niveau de la complexité des configurations 
géométriques rencontrées : variations de la forme du lit, inhomogénéités de la rugosité du lit, 
déformations de la surface libre constituent des difficultés dont la maîtrise conditionne des 
progrès dans la prévision des crues, en hydro écologie des eaux de surface, dans la modélisation 
du ruissellement dans les systèmes urbains ou ruraux et des phénomènes d’érosion. 
Une des conséquences bien connues des variations  de forme et/ou de rugosité est la présence 
d’écoulements secondaires organisés en cellules multiples dans la section perpendiculaire à la 
direction principale de l’écoulement. Ces écoulements trouvent leur origine dans l’anisotropie de 
la turbulence et les gradients transversaux de l’intensité turbulente générés par les hétérogénéités 
morphologiques. La turbulence en écoulement cisaillé est toujours anisotrope avec en particulier 
des différences entre les composantes normales du tenseur de Reynolds. L’anisotropie de la 
turbulence est fortement amplifiée par l’effet d’amortissement des fluctuations de vitesse suivant 
la direction normale aux parois ou à la surface libre, à proximité de celles-ci. Les écoulements 
secondaires modifient notablement la structure des écoulements comparativement aux 
écoulements parallèles ou quasi-parallèles, en agissant sur la distribution du champ de vitesse et 
des contraintes turbulentes ainsi que sur l’évolution du frottement pariétal.  
 
Les écoulements secondaires dits de second type, liés à l’anisotropie de la turbulence, limitent 
forcément la validité des modèles de turbulence dès lors que ces modèles ne restituent pas 
l’anisotropie. Limitation des modèles de calcul local des écoulements mais limitation également 
des modèles de type Saint Venant fondés sur l’intégration des équations de champ suivant la 
verticale (Saint Venant-2D) : Les lois de fermeture des modèles de Saint Venant sont conçues 
pour les écoulements parallèles ou graduellement variés et elles ne prennent en compte ni l’effet 
des mouvements secondaires sur la loi de frottement pariétal ni le transport dispersif transversal 
de quantité de mouvement. On peut penser que des modèles 3D, prédisant correctement la 
structure tridimensionnelle d’écoulements à surface libre dans des configurations complexes, 
peuvent s’avérer très utiles pour analyser et définir des nouvelles lois de fermeture de modèles de 
Saint Venant 2D. 
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C’est dans cette perspective que des travaux expérimentaux et de modélisation ont été entrepris 
depuis quelques années à l’IMFT dans le cadre de la thèse de C.Labiod (Juillet 2005). C.Labiod a 
mis en œuvre une nouvelle expérience dans un canal ouvert dont le fond est partiellement rugueux 
au centre et lisse sur les bords. Cette expérience permet de créer un très fort gradient transversal 
de rugosité et C. Labiod a établi une première base de données sur la structure cinématique de 
l’écoulement en réalisant des mesures au moyen d’un anémomètre Laser à une composante. Ces 
données ont permis de tester des modèles de turbulence en soulignant leurs limites et en montrant 
également la nécessité d’une description plus détaillée des composantes du tenseur de Reynolds et 
du champ de vitesse des écoulements secondaires.  
 
Notre contribution a précisément porté sur deux points : reprise de l’expérience de C.Labiod en la 
complétant par des mesures utilisant un anémomètre Laser à deux composantes, adaptation et 
comparaison de modèles algébriques du tenseur de Reynolds, simulations d’expériences 
antérieures de la littérature et des nouvelles expériences réalisées à l’IMFT. 
 
Quand on réalise une nouvelle expérience d’écoulement turbulent en configuration complexe, il 
est indispensable de comparer ces résultats aux travaux antérieurs réalisés dans des configurations 
plus simples d’écoulements parallèles ou quasi-parallèles. Depuis les premières investigations de 
Laufer (1954), Comte Bellot (1965) et Clark (1968) sur des écoulements en charge pleinement 
développés, des expériences équivalentes dans des écoulements à surface libre ont été réalisées 
par Grass (1971), Nezu (1977) et Nezu & Rodi (1986). Des situations plus complexes en présence 
d’écoulements secondaires ont aussi été analysées comme dans les travaux de Gessner & Jones 
(1965), Hinze (1975) et Nakagawa & Tominaga (1985), dans des canaux en charge, et celles de 
Muller & Studerus (1973), Nezu & Rodi (1985) et Tominaga & al. (1989), Nezu & Nakagawa 
(1993) dans les écoulements à surface libre avec tout récemment les travaux de Wang & al. (2003, 
2005 et 2006). Nous revisiterons l’ensemble de ces travaux dans l’analyse bibliographique du 
chapitre 1 et au cours de notre analyse comparative des modèles du tenseur de Reynolds, 
présentée au chapitre 2. 
 
Pour simuler des écoulements au-dessus de parois de rugosité homogènes ou inhomogènes la mise 
en œuvre  de modèles des contraintes turbulentes fondés sur des fermetures en un point est un 
passage obligé. La simulation directe de la turbulence, DNS, ou la simulation des grandes 
échelles, LES, sont actuellement non opérationnelles dans de telles configurations d’écoulements. 
À partir des années 70, en liaison notamment avec les travaux de Launder, Reece & Rodi (1975) 
sur la modélisation de l’équation de transport du tenseur de Reynolds, des applications ont porté 
sur des écoulements en conduite en charge et en canal ouvert en présence d’écoulements 
secondaires. Depuis les travaux de Naot & Rodi (1982) dont le modèle est une version algébrique 
inspirée du modèle de Launder, Reece & Rodi (1975), d’autre modèles ont été proposés avec 
souvent des complexités croissantes tels les modèles de Speziale, Sarkar & Gatski (1991), Naimi 
& Gessner (1995-1997) et Launder & Li (1994). Le premier constat est que la complexification 
des modèles n’améliore pas forcément leurs capacités prédictives et que les bases de données qui 
permettent de tester ces modèles sont relativement pauvres : l’expérience de Hinze (1973) dans 
une conduite rectangulaire en charge dont une paroi est partiellement rugueuse sert le plus souvent 
d’expérience test alors que les mesures des contraintes turbulentes ne sont réalisées que sur l’axe 
de la conduite. De fait, la validation des modèles est essentiellement limitée à la restitution 
qualitative du champ de vitesse moyenne, mais il est difficile d’évaluer la capacité des modèles à 
prédire simultanément les propriétés turbulentes de l’écoulement et les écoulements secondaires. 
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Ce mémoire est organisé en 4 chapitres. 
 
Dans le chapitre 1 nous présentons une analyse bibliographique dans laquelle nous rappelons, 
d’une part, les principaux résultats expérimentaux consacrés à l’étude des écoulements 
développés, parallèles et non parallèles, en charge et à surface libre. D’autre part, les approches de 
modélisation et fondements théoriques sur lesquels repose notre contribution, sur le plan de la 
modélisation. 
 
Le chapitre 2 est centré dans sa première partie sur les formulations algébriques des modèles 
utilisés lors de cette étude. La seconde partie est consacrée à une étude comparative de ces 
différentes approches de modélisation, par application à la simulation de la turbulence dans des 
écoulements développés parallèles. Nous mettons en œuvre, à la fin de ce chapitre, ces modèles à 
la prédiction des écoulements, en charge ou à surface libre, non parallèles.   
 
Au plan expérimental, des mesures par Anémométrie Laser Doppler à deux composantes     
(LDA-2D) ont permis d’établir une base de donnée assez complète des champs de vitesse 
moyenne et du tenseur de Reynolds ainsi que de l’évolution transversale des paramètres de paroi. 
Dans le chapitre 3, nous présentons la mise en œuvre de l’expérience et analysons ces résultats qui 
vont servir d’appuis aux essais de modélisation.  
 
Le chapitre 4 est dédié à la simulation des expériences conduites à l’IMFT et à l’analyse de leur 
capacité de prédiction du champ des contraintes turbulentes. Les informations fournies par l’étude 
expérimentale nous ont permis, en dépit des résultats assez satisfaisants de nos modèles 
algébriques, de déceler les limites de chaque modèle. Ce chapitre aborde aussi dans sa dernière 
partie la problématique liés à la fermeture des termes de dispersion dans un modèle de saint 
venant 2D et souligne l’intérêt de notre travail de modélisation dans l’amélioration des ces lois de 
fermeture.  
 
Nous achevons ce mémoire par une conclusion générale dans laquelle nous dressons le bilan de 
notre contribution, tant sur le plan expérimental que numérique, et nous ouvrons des perspectives 
sur nos travaux futurs. 
 
Ce travail de recherche s’inscrit dans la continuité des travaux de collaboration entre l’Institut de 
Mécanique des Fluides de Toulouse et l’Ecole Nationale d’Ingénieurs de Tunis. Cette thèse 
conduite dans le cadre d’une cotutelle entre l’INPT et l’ENIT a bénéficié du soutien financier du 
Service de Coopération et d'Action Culturelle de l'Ambassade de France en Tunisie. 
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Chapitre 1 
 
 
 
 
1 Aspects bibliographiques sur les écoulements turbulents : 
Structure et modélisation 
 
 
 
 
 
1.1 Introduction 
 
La présente étude bibliographique rappelle, dans sa première partie, les équations de base 
gouvernant les écoulements turbulents pleinement développés. Le champ de vitesse moyenne est 
régi par les équations de Reynolds. Sur la base des méthodes de perturbations singulières, ces 
équations, appliquées à un écoulement développé parallèle, conduisent aux principaux fondements 
théoriques du comportement de la vitesse dans la zone de paroi, loi logarithmique de vitesse, loi 
déficitaire et loi de frottement. Ces résultats présentent un double intérêt : ils sont utilisés pour 
déterminer les paramètres de paroi, (vitesse de frottement, rugosité, origine de la loi 
logarithmique), à partir de résultats expérimentaux, ils permettent de définir les conditions aux 
limites aux parois dans les simulations d’écoulements turbulents à grand nombre de Reynolds. 
La définition de ces préceptes fait référence à la théorie statistique de la turbulence dans des 
écoulements développés parallèles, dans des canaux rectangulaires très larges à ciels ouverts ou en 
charge. Les principaux résultats expérimentaux relatifs à ces études seront présentés dans cette 
étude. Toutefois, les propriétés turbulentes dans les écoulements en milieux naturels, urbains ou 
ruraux, sont souvent caractérisées par des comportements tout à fait particuliers imposés, entre 
autres, par le rapport de forme du canal, la non homogénéité de la rugosité du fond ou la présence 
de la surface libre. Ces interactions fluides/parois et fluides/atmosphère sont à l’origine des 
écoulements secondaires qui affectent sensiblement les distributions du champ de vitesse et du 
frottement pariétal. Ces aspects seront commentés et illustrés par référence à des mesures 
expérimentales dans des écoulements en charge et à surface libre. 
La seconde partie de cette analyse bibliographique aborde les approches théoriques de la 
modélisation statistique en un point des écoulements turbulents pleinement développés. Les 
principaux modèles, fondés sur des fermetures des équations de transport du tenseur de Reynolds 
et les  modèles dérivés sont présentés. C’est sur la base de ces modèles et précisément celui de 
Gibson & Rodi (1989) que nous avons mis en œuvre des simulations d’expériences disponibles 
dans la littérature et des expériences conduites à l’IMFT. 
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1.2 Quelques propriétés des écoulements turbulents pleinement développés 
 
1.2.1 Equations de Reynolds en écoulement pleinement développé 
Les équations du champ de vitesse moyenne, ou équations de Reynolds, dérivent directement des 
équations instantanées de Navier Stockes, par application d’un opérateur de moyenne linéaire, 
vérifiant les règles de Reynolds. Ces équations expriment en moyenne le bilan de masse et de 
quantité de mouvement ; en coordonnées cartésiennes, elles s’écrivent : 
0
x
U
j
j =∂
∂
           (1.1) 
ijiij
jij
jiii g)uuU2(
xx
P)
x
UU
t
U(
Dt
DU ρ+ρ−ρν∂
∂+∂
∂−=∂
∂+∂
∂ρ=ρ     (1.2) 
iU  désignent les composantes du champ de vitesse moyenne, iu  les fluctuations 
correspondantes ; P est le champ de pression moyenne et )
x
U
x
U
(
2
1U
i
j
j
i
ij ∂
∂+∂
∂=  le tenseur des 
taux de déformation par le gradient de vitesse moyenne ; ν désigne la viscosité cinématique du 
fluide, et   gi l’accélération de la pesanteur.  
En raison du caractère non linéaire des équations de Navier Stockes, les équations (1.2) font 
apparaître un champ de corrélation de second ordre, désigné comme le tenseur des contraintes de 
Reynolds   τij
( t ) = −ρuiu j  ou tenseur des contraintes turbulentes. Pour prédire le champ de vitesse et 
de pression moyenne à partir des équations de Reynolds, il est nécessaire de formuler des 
hypothèses de fermeture de la turbulence permettant de calculer le tenseur de Reynolds en 
fonction du champ de vitesse moyenne. Plus loin, §1.4, nous rappelons les modèles du tenseur des 
contraintes turbulentes qui ont été avancés dans le cadre de l’approche fondée sur la fermeture en 
un point et au second ordre de la turbulence. 
Au préalable, examinons quelques propriétés des équations de Reynolds dans le cas 
d’écoulements pleinement développés, en charge ou à surface libre, dans des canaux rectilignes, 
de section rectangulaire. La figure 1.1 schématise l’écoulement à surface libre de tirant d’eau h, 
dans un canal de largeur B, incliné d’un angle β par rapport à un plan horizontal. La même figure 
peut également représenter le demi-écoulement en charge dans un canal rectangulaire de même 
largeur et de hauteur 2h. Dans la suite de notre exposé, nous adoptons le système de coordonnées 
cartésiennes (O,x,y,z) représenté sur la figure 1.1 : L’origine O se situe au centre du canal et sur la 
paroi du fond, dans une zone d’écoulement pleinement développé, de telle sorte que le champ de 
vitesse moyenne et le tenseur de Reynolds soient invariants dans la direction principale Ox de 
l’écoulement. 
Dans ces conditions, les équations (1.1) et (1.2) s’écrivent sous la forme : 
  
V ∂U∂y + W
∂U
∂z = −
∂uv
∂y −
∂uw
∂z + ν(
∂2U
∂y2 +
∂2U
∂z2 ) + J0 + gsinβ      (1.3-a) 
  
V ∂V∂y + W
∂V
∂z = −
∂v2
∂y −
∂vw
∂z + ν(
∂2V
∂y2 +
∂2V
∂z2 ) −
1
ρ
∂P
∂y      (1.3-b) 
  
V ∂W∂y + W
∂W
∂z = −
∂vw
∂y −
∂w2
∂z + ν(
∂2W
∂y2 +
∂2W
∂z2 ) −
1
ρ
∂p
∂z − gcosβ      (1.3-c) 
 
  
∂V
∂y +
∂W
∂z = 0           (1.4) 
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Dans l’équation (1.3-a), le gradient longitudinal de pression, 
x
P1J0 ∂
∂
ρ−= , est constant en 
écoulement pleinement développé puisque les composantes U, V, W de la vitesse moyenne ainsi 
que les composantes du tenseur de Reynolds ne dépendent que de y et z.  
Dans le cas de l’écoulement en canal ouvert, la surface libre est une isobare et   J0 = 0. 
Les équations (1.3-b) et (1.3-c) et (1.4) du champ de vitesse de l’écoulement secondaire peuvent 
s’exprimer, en éliminant la pression, dans la formulation ( Ψ , Ω ) où la fonction de courant Ψ  et la 
composante longitudinale Ω  de la vorticité du champ moyen de vitesse sont définies par: 
  
V = ∂Ψ∂z , W = −
∂Ψ
∂y ,   Ω =
∂W
∂y −
∂V
∂z        (1.5) 
Les équations de Ω et Ψ, s’écrivent : 
  
V ∂Ω∂y + W
∂Ω
∂z =
∂2
∂y∂z (v
2 − w2 ) + ( ∂
2
∂z2 −
∂2
∂y2 )vw + ν∇
2Ω      (1.6-a) 
  ∇2Ψ = −Ω           (1.6-b) 
 
 
Figure 1.1  Écoulement uniforme en canal rectangulaire et axes de coordonnées 
 
 
L’équation (1.6-a) indique que la vorticité Ω  est contrôlée par les dérivées doubles par rapport à y 
et z de la différence entre les deux composantes normales du tenseur de Reynolds,  v2 − w2  
(anisotropie des contraintes), et de la contrainte de cisaillement  vw. Une condition nécessaire 
d’existence d’un écoulement parallèle, (V=W=0), est que ces deux termes soient nuls ce qui n’est 
jamais le cas en réalité, du moins pour le terme 
 
∂2
∂y∂z (v
2 − w2 )  lié à l’anisotropie de la 
turbulence. Près de la paroi du fond et de la surface libre les fluctuations verticales, w, sont 
amorties et le gradient en z de   (v
2 − w2 ) n’y est jamais nul. En conséquence, dans un canal en 
charge ou à surface libre le terme source de vorticité de l’écoulement secondaire sera actif dès lors 
que les conditions aux limites, (présence de parois latérales, inhomogénéité de la rugosité des 
parois, etc.), imposent un gradient transversal suivant la coordonnée y. C’est quasiment toujours 
le cas sauf conditions particulières. Ainsi dans  un canal rectangulaire l’écoulement turbulent au 
centre du canal pourra être considéré comme proche d’un écoulement parallèle si le rapport de 
forme du canal, (largeur sur tirant d’eau) est grand et si les parois sont lisses ou de rugosité 
homogène.  
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Pour un écoulement pleinement développé parallèle, V=W=0, l’écoulement n’est fonction que 
de la coordonnée verticale, z, et l’équation (1.3-a) intégrée montre que la contrainte totale de 
cisaillement 
  
τxz = −ρuw + ρν dUdz  varie linéairement suivant la profondeur, soit sous forme 
adimensionnelle : 
  
τxz
ρu∗2 = −
uw
u∗2
+ Re∗−1 dU
+
dξ =1− ξ         (1.7) 
où l’on a posé : 
  
ξ = z
h
  
  
u+ = U
u∗
 
  
Re
∗ = u
∗h
ν        (1.8)  
La vitesse de frottement   u∗  est définie par : 
  
u∗ = τbρ            (1.9-a) 
où le frottement   τb sur la paroi du fond ne contient que la contribution visqueuse : 
  
τb = τxz (z = 0) = (ρν ∂U∂z )z=0 = ρ(J0 + gsinβ)h      (1.9-b) 
Pour déterminer le profil de vitesse à partir de l’équation (1.7) il faut introduire un modèle de la 
contrainte turbulente de cisaillement,   τxz( t ) = −ρuw. Cette question est abordée au §1.3 mais pour 
le moment rappelons la loi logarithmique de vitesse qui constitue une solution asymptotique de 
(1.7) dans la zone de paroi à grand nombre de Reynolds. 
 
1.2.2 Loi logarithmique, loi déficitaire, loi de frottement 
a) Loi logarithmique de vitesse  
La perturbation de l’équation (1.7) par le petit paramètre  Re∗
−1 est singulière. Sur la base des 
méthodes de perturbation singulière, (Tennekes & Lumley 1972), il est possible d’établir deux 
formes asymptotiques de l’équation (1.7). L’une est établie dans la zone centrale de l’écoulement 
ou zone externe, loin de la paroi, où les paramètres de contrôle sont  u∗  et h ;  l’autre concerne la 
zone de paroi ou zone interne où les paramètres de contrôle sont  u∗  et une longueur  lw  
caractéristique de l’état de la paroi.  
Pour une paroi lisse,   lw = ν / u∗ et les expressions asymptotiques de (1.7) quand   Re∗−1 → 0 
s’écrivent :  
Dans la zone interne, ou zone de paroi, ξ<0.1 :  
  
z+ = z
lw
= zu
∗
ν      
− uw
u∗2
+ dU
+
dz+
=1       (1.10-a) 
Dans la zone externe, ou zone déficitaire,  z+ > 50 
  
ξ = z
h
    
  
− uw
u∗2
=1− ξ         (1.10-b) 
Compte tenu de la forme des équations (1.10) et sur la base de considérations d’analyse 
dimensionnelles il est raisonnable d’attendre des solutions de la forme : 
 Lois de paroi dans la zone interne :  
  
U+ = U
u∗
= f(z+ ),  − uw
u∗2
= g(z+ )  avec :  0=)0g(et0=)0f(      (1.11-a) 
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 Loi déficitaire dans la zone externe :  
  
U − Umax
u∗
= F(ξ) avec :   F(1) = 0       (1.11-b) 
où   Umax est la vitesse maximale atteinte sur l’axe du canal en charge ou à la surface libre dans le 
canal ouvert. 
S’il existe une zone de recouvrement où, simultanément,  z
+ >>1 et  ξ <<1, alors on montre que 
les deux solutions asymptotiques de la vitesse se raccordent suivant la loi logarithmique :  
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−+ξκ=
−
−+κ==<<ξ>>
∗
+++
+
)b12.1(ELn1
u
UU
)a12.1(CLnz1)z(fU
  ,1 et 1z Quand
max
s
  
 La constante de Von Kàrmàn κ et la constante  Cs sont des constantes universelles dont les 
valeurs les plus couramment admises sont, à 5% près (Pope 2000) : 
   κ = 0.41  Cs = 5.2        (1.13) 
En revanche, la constante E de la loi déficitaire n’a pas de caractère universel et dépend de  
l’écoulement. 
Pour une paroi rugueuse, il y a deux longueurs caractéristiques dans la couche de paroi, la 
longueur   ν / u∗ liée à la viscosité, et une longueur  KS caractéristique de la rugosité de la paroi. On 
attend donc une loi de paroi sous la forme : 
 U
+ = f1(Z+ ,Res )          (1.14) 
En présence d’une paroi rugueuse, se pose le problème de la position de l’origine de la loi 
logarithmique. En adoptant le sommet des rugosités comme origine de l’axe Oz, nous notons  z0 
la position de l’origine de la loi logarithmique par rapport à cet axe, (Fig.1.2), avec la convention 
  z0 > 0 si l'origine est au-dessous du sommet des rugosités. L’ordonnée   Z+  dans  (1.14) est ainsi 
définie par :  
  
Z+ = u
∗(z + z0 )
ν           (1.15) 
 
  
Res =
u∗KS
ν  est le nombre de Reynolds de rugosité ou nombre de rugosité. 
La loi de paroi peut aussi s’écrire : 
  U
+ = f2(Z∗,Res )  avec : 
  
Z∗ = z + z0
KS
      (1.16) 
Si le rapport   Ks / h est suffisamment petit, la loi déficitaire de vitesse (1.12-b) n’est pas affectée et 
la même démarche de raccordement conduit à l’établissement de la loi logarithmique  dans la 
couche de paroi sous les deux formes équivalentes : 
Formulation en nombre de Reynolds :
 
U+ = U / u∗ = 1κ Ln(Z
+ ) + C(KS+ )      (1.17) 
Formulation en termes de rugosité : )K(B)Z(Ln1u/UU Sr
+∗∗+ +κ==    (1.18) 
Compte tenu de la double formulation, (1.17) et (1.18), de la loi logarithmique dans la couche de 
paroi, les fonctions C et Br du nombre de rugosité vérifient la relation : 
)Ln(K)(KB=)C(K S
1
SrS
+−++ κ−         (1.19) 
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z0 
Z 
 
Figure 1.2  Écoulement près d’une paroi rugueuse 
Lorsque   KS
+ → 0 , les équations (1.17) et (1.12-a) indiquent que  C(KS+ ) → Cs. Le régime lisse est 
atteint en dessous d’une valeur   KSS
+  du nombre de rugosité qui dépend du type de rugosité avec 
des valeurs comprises entre 2 et 15, comme dans Ligrani & Moffat (1986).  
L’équation de quantité de mouvement (1.7) peut aussi s’écrire :   
  
τxz
ρu∗2 = −
uw
u∗2
+ 1
KS
+
dU+
dZ∗
=1− KS
h
Z∗         (1.20) 
Lorsque   KS
+ → ∞  et  Z∗ = O(1) , la contrainte visqueuse devient négligeable dans (1.20) et 
l’écoulement n’est plus influencé par la viscosité : On en déduit qu’il en est de même pour la 
vitesse et, en conséquence, dans l’expression (1.18), )(KB Sr
+  doit être constante soit : 
 ConstanteB)(KBO(1),et Z K quand RSrS =→=∞→ +∗+     (1.21) 
Le régime pleinement rugueux est observé à partir d’une valeur  KSR
+  du nombre de rugosité qui 
dépend aussi du type de rugosité ; des valeurs comprises entre 30 et 100 ont pu être notées. 
En revanche la constante  BR devrait ne pas dépendre du type de rugosité et la valeur la plus 
couramment admise depuis les travaux de Nikuradse (1933) est  BR = 8.5. 
En résumé les expressions (1.17) ou (1.18) de la loi logarithmique s’appliquent aux régimes lisses 
ou pleinement rugueux avec les valeurs des constantes et paramètres indiquées ci-dessous : 
Régime lisse :    
⎪⎩
⎪⎨
⎧
κ+=
==< +−+
+++
)Ln(KC)(KB
5.5 à 5C)C(K
  KK
S
1
SSr
SS
SSS    (1.22) 
Régime pleinement rugueux : 
⎪⎩
⎪⎨
⎧
κ−=
==≥ +−+
+++
)K(LnB)K(C
 8.5B)(KB
KK
S
1
RS
RSr
SRS     (1.23) 
En régime rugueux intermédiaire,   KSS
+ < KS+ < KSR+ , il n’y a pas de formulation universelle des 
fonctions du nombre de rugosité   C(KS
+ )et )K(B Sr +  qui dépendent de la nature et de la géométrie 
des rugosités (Piquet, 1999). 
À partir de leurs expériences sur la couche limite de paroi au-dessus d’une plaque plane à 
rugosités hémisphériques, Ligrani & Moffat (1986) ont proposé l’expression empirique suivante 
de la fonction )K(B Sr
+  : [ ] )
2
sin()Ln(KCB)Ln(KC)(KB S
1
sRS
1
sSr γπκ−−+κ+= +−+−+     (1.24) 
Avec :   γ = Ln(KS+/KSS+ )/Ln(KSR+ /KSS+ )  
On en déduit, d’après (1.19), l’expression correspondante, de )K(C S+  : [ ] )
2
sin()Ln(KCBC)C(K S
1
SRsS γπκ−−+= +−+       (1.25) 
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Les expressions (1.24) et (1.25) lissent les expériences de Nikuradse (1933) avec des rugosités de 
grains de sable correspondant à un régime intermédiaire, avec les valeurs des paramètres :  
Rugosités de sable :   Cs = 5.1,   BR = 8.5,  KSS+ = 2.25,  KSR+ = 90    (1.26-a) 
Dans le cas des rugosités hémisphériques Ligrani & Moffat (1986) proposent les valeurs suivantes 
des paramètres : 
Rugosités hémisphériques :   Cs = 5.1,  BR = 8.5,  KSS+ =15,  KSR+ = 55   (1.26-b) 
Sur la figure 1.3 sont représentées les fonctions )K(C S+  et )K(B Sr +  correspondant à ces deux 
expériences. 
 
       
Figure 1.3  Fonctions du nombre de rugosité )K(B Sr
+  et   C(KS+ ) 
 
Connaissant la distribution de la vitesse longitudinale, dans la zone de paroi, la loi logarithmique 
de vitesse (1.10) peut être un moyen de détermination de la vitesse de frottement,  u
∗ , ou de 
l’échelle caractéristique de la rugosité  KS.  
Naot & Emrani (1983) ont proposé pour l’étude d’un écoulement au-dessus d’un contraste de 
rugosité une fonction empirique   C(KS
+ ) donnée par la formulation :  
 )
)20/K)/(10.3K(1
9Ln()C(K
SS
1
S ++
−+
++κ=        (1.27 ) 
L’équation (1.19) conduit à la formulation correspondante de )K(B Sr
+  et nous notons, sur les 
figures 1.3, que ces fonctions se confondent avec les courbes correspondant aux essais de 
Nikuradse.  
b) Loi déficitaire de vitesse et loi de frottement 
La loi déficitaire s’écarte de façon significative de la loi logarithmique (1.12-b) en dehors de la 
zone de recouvrement et en particulier dans la zone de surface )6.0h/z( > . Coles (1956) a 
introduit une fonction dite de sillage, )
2
(cos2=)( 2 ξπκ
Πξw , pour exprimer la loi déficitaire sous 
la forme : 
  
U+ − Umax+ = 1κ Ln(ξ) −
2Π
κ cos
2( π
2
ξ)        (1.28) 
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Dans la zone de recouvrement quand   ξ → 0, l’équation (1.28) tend bien vers la loi logarithmique 
(1.12-b) avec 
  
E = − 2Πκ . 
Le paramètre de Coles, Π , est en principe indépendant de la viscosité quand   Re∗ → ∞ : Pour 
  Re
* > 2000 on note effectivement des valeurs  Π ≈ 0.2 dans le cas de canaux à parois lisses. 
Cependant, les expériences conduites par Cardoso & al. (1989) et Tominaga & Nezu (1992), dans 
des écoulements pleinement développés à surface libre montrent que le paramètre Π  est presque 
nul pour des valeurs 500R*e < . Le paramètre de Coles dépend également d’autres paramètres 
caractéristiques de l’écoulement. En écoulement rugueux des valeurs négatives ont été rapportées 
notamment dans les travaux de Kironoto, (1992) et Labiod, (2005). 
Des expressions des lois logarithmiques dans la zone de paroi, (1.17), et dans la zone externe, 
(1.12-b) on déduit l’expression de la vitesse maximale : 
  
Umax
+ = Umax
u∗
= 1κ Ln(Re
∗ ) + C(KS+ ) + 2Πκ        (1.29) 
L’équation (1.29) exprime la loi de frottement en fonction de la vitesse maximale. En général on 
souhaite l’exprimer en introduisant la vitesse débitante 
 
< U >= 1
h
Udz
0
h∫ . 
L'intégration de l’équation (1.28), sur le tirant d’eau  0 ≤ ξ ≤1, conduit à la relation :  
)1(UU 1max Π+κ=><− −++          (1.30) 
Introduisons le coefficient de frottement : 
  
cf = 2 τbρ < U >2 = 2
u*2
< U >2 =
2
< U >+2        (1.31) 
À partir des relations (1.29) et (1.30), la loi de frottement s’exprime sous la forme :  
)1(1)K(C)
2
cR(Ln1
c
2
S
f
e
f
Π−κ−+κ=
+   avec   ν
><= hUR e     (1.32) 
Elle s’exprime également sous la forme équivalente : 
  
2
cf
= − 1κ Ln(
KS
h
) + B(KS+ ) − 1κ (1− Π)          (1.33) 
Les équations (1.32) et (1.33) permettent, respectivement, d’exprimer le coefficient de frottement 
en fonction du nombre de Reynolds en régime lisse )1.5C)K(C( SS ==+  et en fonction de la rugosité 
relative h/KS  en régime pleinement rugueux 8.5)B)(K(B RSr ==+ . 
 
1.2.3 Contraintes de Reynolds en écoulement parallèle  
a) Composantes normales du tenseur de Reynolds en écoulements sur fond lisse ou rugueux 
 
L’analyse et la modélisation de l’écoulement au-dessus d’un fond lisse ou rugueux nécessitent une 
meilleure connaissance des comportements locaux des fluctuations turbulentes et notamment des 
composantes du tenseur de Reynolds.  
Sur la figure 1.4, nous avons regroupé les profils verticaux des fluctuations turbulentes de vitesse 
longitudinale,   u 2 / u∗2 , et verticale,   w 2 / u∗2, normées par la vitesse de frottement, mesurées dans 
des configurations d’écoulements à surface libre pour une large plage de nombre de Froude et 
différents états de rugosité  du fond (  0 < KS+ < 767).Nous avons reporté également sur ces figures 
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les mesures de Comte Bellot (1965) et Clark (1968), réalisées dans un écoulement en charge en 
canal rectangulaire. 
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Figure 1.4   Distributions des fluctuations turbulentes en écoulements développés 
quasi parallèles sur fond lisse et rugueux 
 
Une première tendance générale observable sur ces profils concerne l’évolution progressive des 
fluctuations turbulentes de leurs plus forts niveaux, dans la zone de paroi, là où la production de 
turbulence est maximale, vers leurs plus faibles niveaux, à l’approche de la surface libre ou de 
l’axe de symétrie du canal. La composante longitudinale produite par le cisaillement longitudinal, 
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est la plus intense sur toute la profondeur de l’écoulement ; en revanche, les deux autres 
fluctuations, v et w, issues de la redistribution par corrélation pression - déformation, sont moins 
intenses ; la composante verticale w est la plus faible, du moins dans la zone centrale de 
l’écoulement, à cause de la distorsion des tourbillons par la paroi et la surface libre et 
l’amortissement des fluctuations normales. 
Sur les figures 1.4, nous avons reporté en marques pleines les essais à nombre de Froude, 
  Fr =< U >2 / gh  relativement important (pour des écoulements fluviaux cependant) et en marques 
creuses les essais à faible nombre de Froude : nous distinguons nettement, en dehors de la zone de 
paroi, l’effet du nombre de Froude sur le niveau des fluctuations turbulentes. Cet effet, identifié 
par Nezu & Rodi (1986), montre des intensités turbulentes plus importantes pour les écoulements 
à grand Froude.  
Nezu & Nakagawa (1993) proposent de lisser les profils expérimentaux des contraintes normales 
du tenseur de Reynolds par des lois exponentielles empiriques sous la forme : 
  
u
u∗
= Duexp(−λuξ)  ;   
  
w
u∗
= Dwexp(−λwξ)    et  
 
v
u∗
= Dvexp(−λvξ)    (1.34) 
Où, ii etD λ sont des constantes empiriques. Nezu & Rodi (1986) ont proposé pour ces constantes 
les valeurs  (Du = 2.26 ; λu = 0.88, Dv =1.63 ; λv =1et Dw =1.23 ; λw = 0.67) alors que Nezu & 
Nakagawa (1993) considèrent   λ i = λ =1 et attribuent à  Du ,Dw et Dv, respectivement, les valeurs 
2.3, 1.27 et 1.63. Ces expressions assurent la relation wvu >> et considèrent que l’évolution des 
intensités turbulentes est indépendante du nombre de Froude ce qui contredit les résultats 
commentés ci-dessus. Monin & Yaglon (1971) proposent, pour les écoulements cisaillés de paroi 
à grand nombre de Reynolds, les valeurs asymptotiques suivante : 
9.0u/w et7.1u/v ,3.2u/u ≈≈≈ ∗∗∗ . 
Pour l’effet de la rugosité, en dehors de la zone de paroi z/h>0.3, si nous considérons les essais de 
Nezu 77, réalisés pour le même nombre de Froude, nous constatons sur les profils de la contrainte 
longitudinale que l’effet de la rugosité est insignifiant. Cette constatation est également vraie si 
nous comparons les mesures de Labiod (2005) à celles de Nezu & Rodi (P3), ayant deux nombre 
de Froude voisins mais des nombres de rugosité très distingués.  
b) Comportement dans la zone de  proche paroi 
Dans la zone de très proche paroi (z/h<0.3), pour mieux mettre en évidence l’effet de la rugosité, 
nous considérons sur la figure 1.5, les profils verticaux des intensités turbulentes dans la zone 
120)/zuZ( * <ν=+ . Nous notons que la valeur de  u / u* diminue progressivement avec 
l’augmentation du nombre de rugosité )K( S+ , alors que les fluctuations verticales,
*u/w , et 
transversales, *u/v , sont beaucoup moins influencées. Les mesures de Grass (1971), figure 1.5, 
montrent que *u/w augmente avec l’augmentation de la rugosité, dans la zone 50Z <+ .  
Dans cette zone 50)(Z <+ , pour décrire le comportement de l’intensité turbulente longitudinale 
dans un écoulement en régime lisse )5K( S <+ , Nezu & Rodi (1986) proposent la formulation 
empirique suivante : 
  
u
u∗
= Duexp(− Z
+
Re
∗ )(1− exp(−
Z+
B0
)) + 0.3Z+exp(− Z
+
B0
)     (1.35) 
0B  est une constante empirique de l’ordre de 10. 
Dans le cas du régime pleinement rugueux )70K( S >+ , vu le caractère aléatoire des intensités 
turbulentes, imposé par la nature et la forme des rugosités, il s’est avéré difficile d’aboutir à une 
description universelle de ces grandeurs turbulentes. 
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Figure 1.5   Intensités turbulentes dans la zone de proche paroi (Nezu & Nakagawa 1993). 
 
 
Dans des écoulements de forte rugosité relative, Bayazit (1976) et Wang & al. (1993) ont constaté 
que   u / u*diminue sensiblement avec l’augmentation de l’échelle caractéristique de rugosité, 
  KS / h .  
c) Comportement au voisinage de la surface libre 
L’effet le plus marquant de la surface libre est l’augmentation de l’anisotropie de turbulence. En 
effet, la surface libre amorti les fluctuations verticales w et, sous l’effet de la redistribution, 
augmente les fluctuations horizontales u et v. Cet effet, a été prouvé par les mesures de Nakagawa 
& al. (1975) et Komori & al. (1987) présentées sur la figure 1.6. Sur cette figure sont aussi 
reportées les mesures de Nezu (1977), les mesures de Clark (1968) en canal en charge, 
l’exponentielle de Nezu & Nakagawa (1993) et la proposition de Hunt (1984) donnée par 
l’équation : 
 
  
w
u∗
=1.34( εh
u∗3
)1/3(1− z/h)1/3          (1.36) 
L’amortissement rapide de la composante verticale, w, à l’approche de la surface libre, apparaît 
nettement en comparant les mesures de Nakagawa & al. (1975) et Komori & al. (1987), à nombre 
de Froude égal à 0.2, avec les mesures de Clark (1968), en canal en charge.  Nous notons aussi 
qu’avec un nombre de Froude plus grand, (  Fr = 0.46), les mesures de Nezu (1977) présentent un 
comportement analogue à celui d’un canal en charge. Cette constatation est en accord avec les 
résultats précédents et ceci est probablement dû à l’effet des ondes de surfaces. Par ailleurs, Nezu 
& Nakagawa (1993) signalent que pour des écoulements proches du régime critique )1verstendF( r , 
les niveaux des intensités turbulentes, à cause des ondes de surface, sont plus importantes que 
celles données par la relation (1.34), en particulier pour la composante longitudinale, u. 
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Figure 1.6   Intensités turbulentes dans la zone de surface (Nezu & Nakagawa 1993) 
 
Très prés de la surface (z/h>0.9), l’équation (1.36) reproduit correctement l’amortissement de la 
fluctuation verticale. Cependant, elle n’est plus valable au-delà de cette limite (z/h<0.9). Par 
contre, l’exponentielle de Nezu & Nakagawa (1.34) s’accorde avec les résultats 
expérimentaux )2.0F( r =  dans la zone z/h<0.8.  
D’autre part, la surface libre freine le mouvement vertical des tourbillons porteurs d’énergie et les 
brise en petits tourbillons dissipatifs de faible échelle de longueur ce qui conduit à une 
augmentation du taux de dissipation et à une réduction de la viscosité turbulente. Hunt (1984) 
attribue cet effet à l’action des tourbillons générés dans la zone de paroi, qui, à l’approche de la 
surface libre, la déforment sous l’effet de forces verticales, imposées par l'équilibre entre l'énergie 
potentielle de la surface déformée et l'énergie cinétique du tourbillon. Un léger excès de pression 
hydrostatique est produit par la surface déformée, qui pousse en arrière les tourbillons. Comme 
conséquence, on signale une réduction de la fluctuation verticale et à travers la redistribution, une 
augmentation des fluctuations parallèles à la surface. La turbulence est donc fortement anisotrope 
près de la surface libre et, par opposition à une paroi solide, le cisaillement et la production de 
turbulence sont faibles alors que les processus locaux de diffusion turbulente sont plus importants.  
 
1.2.4 Les écoulements développés non parallèles 
 
Contrairement aux écoulements développés parallèles, les données expérimentales sur les 
écoulements non parallèles sont beaucoup moins nombreuses, notamment en ce qui concerne la 
turbulence dans les canaux à surface libre ayant un fond de rugosité homogène ou non homogène. 
Les rares informations expérimentales concernent les écoulements en charge et présentent 
l’inconvénient d’être locales. Dans cette partie, nous présentons les principaux résultats de 
mesures disponibles dans la littérature. 
a) Aspects spécifiques aux écoulements non parallèles  
Les écoulements non parallèles dans les canaux, rectilignes ou courbes, et rivières sont 
naturellement turbulents et souvent accompagnés par des mouvements secondaires, V et W, 
induisant une organisation multicellulaire dans le plan perpendiculaire à la direction principale de 
l’écoulement, de vitesse moyenne U.  
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Selon Prandtl (1952), ces mouvements secondaires sont classés en deux types, selon leurs modes 
de génération : 
- Les écoulements secondaires du 1er type sont générés dans les canaux courbes et résultent, 
principalement des forces centrifuges et gradients transversaux de pression qui en découlent. Ces 
écoulements sont entretenus aussi bien en écoulements turbulents qu’en écoulements laminaires 
(Nezu, 2005). Leurs intensités sont souvent importantes et atteignent 20 à 30 % de la vitesse 
longitudinale moyenne (Nezu & Nakagawa, 1993 et Seo & al. 2003). Couramment fréquents dans 
les écoulements en rivières ils jouent un rôle important dans l’évolution des méandres, 
l’affouillement du lit, l’érosion des berges et le développement morphologique des chenaux 
(Ghanmi & al. 1997).  
- Les écoulements secondaires de second type se produisent dans les canaux rectilignes non 
circulaires et trouvent leur origine dans l’anisotropie de la turbulence. Ces mouvements 
secondaires, spécifiques des écoulements turbulents et objet de notre étude, ne peuvent être 
générés dans des écoulements laminaires (Nezu, 2005). Ils ont été mis en évidence depuis les 
premières expérimentations de Gessner & Jones (1965), Hanjalic & Launder (1972) et Hinze 
(1973). L’intensité de V ou W ne représente qu’un faible pourcentage de la vitesse longitudinale 
moyenne, U. Elle est de l’ordre de, 1% d’après Gessner & Jones (1965) et 3 %  d’après Naot & 
Rodi (1982), Nezu & Rodi (1985) et Stuart & al. (1999). 
Einstein & Li (1958), en se basant sur les équations (1.6) ont été les premiers à attribuer l’origine 
des écoulements secondaires dans les canaux rectilignes aux gradients des contraintes turbulentes. 
Dans cette équation, le premier membre représente le terme d’advection et le dernier terme 
représente la diffusion visqueuse. Ce terme de viscosité est négligeable à l’exception des zones de 
très proche paroi. Les deux premiers termes du second membre apparaissent alors comme les 
seuls termes sources de production ou d’inhibition de la vorticité.  
Les expériences de Nezu & Nakagawa (1984) et les simulations numériques de Demuren & Rodi 
(1984) ont montré que ces termes, en dérivées doubles des contraintes turbulentes, sont les plus 
dominants et de signes opposés. Le terme fonction de l’anisotropie entre les deux composantes 
normales du tenseur de Reynolds 22 wv − , contrôle la production de vorticité, dans la zone de 
paroi, alors que le second terme, fonction de la contrainte de cisaillement vw , représente la partie 
inhérente à la génération de ces écoulements transversaux. En dehors de la zone de paroi, la 
situation s’inverse (Park & al. 2005). En fait, la balance entre ces deux termes assure un champ 
d’écoulements secondaires stable et fixe le niveau du terme d’advection (Nezu & Nakagawa, 
1993). 
L’intensité des écoulements secondaires est ainsi contrôlée par le niveau d’anisotropie, fortement 
influencé par la configuration de la rugosité du fond et la géométrie du canal. En absence de 
rugosité, une paroi lisse (du fond ou latérale) agit notablement sur l’anisotropie de la turbulence 
par l’amortissement de la composante verticale des fluctuations et via la redistribution, 
l’augmentation des composantes transversale et longitudinale. La présence d’une rugosité 
(homogène ou hétérogène) à la paroi et le rapport de forme de la section transversale du canal, 
sont des facteurs favorables à l’amplification de l’anisotropie de la turbulence. En effet, toute 
variation dans la distribution de la contrainte de cisaillement, bτ , le long du périmètre du canal, 
affectera sensiblement la redistribution de turbulence entre les trois composantes normales du 
tenseur de Reynolds. 
Il ne faut, néanmoins, pas oublier l’effet de la surface libre dans ce processus. Celle-ci joue un 
rôle important dans la structuration de l’écoulement à son voisinage. Ayant un effet analogue à 
une paroi, la surface libre redistribue les fluctuations turbulentes et augmente à son tour 
l’anisotropie de turbulence. 
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b) Ecoulements dans des canaux rectangulaires à parois lisses 
Dans les canaux rectangulaires à parois lisses, les écoulements secondaires, produits par 
l’anisotropie de la turbulence, sont fortement influencés par le rapport de forme du canal et la 
présence de la surface libre. Sur la figure 1.7, nous présentons les circulations des écoulements 
secondaires générés dans un coin carré en charge et dans un canal à surface libre de rapport 
B/h=2. Dans le cas du coin carré en charge, les mesures signalent une symétrie des cellules 
d’écoulements secondaires par rapport à la bissectrice. La présence des deux cellules 
contrarotatives résulte de l’antisymétrie de  v2 − w2  par rapport à la bissectrice du coin. Les deux 
cellules sont orientées vers le coin, le long de la bissectrice, puis réfléchies vers la zone centrale 
du canal le long des parois latérales.  
Dans le cas du coin carré d’un canal à surface libre de rapport B/h=2, Nezu & Rodi (1985) 
distinguent une distorsion de la symétrie comparativement à l’écoulement en charge. La 
circulation des écoulements secondaires est formée d’une cellule de surface, occupant la majeure 
partie de la section, et une cellule de fond, confinée dans la zone du coin.  Cet effet de 
dissemblance est dû principalement à l’augmentation de  v2 − w2 , à l’approche de la surface libre. 
 
 
(a) (b)  
 
Figure 1.7  Ecoulements secondaires : (a) Coin carré en charge de coté (2a)                            
(Nezu & Nakagawa, 1984), (b) Canal à surface libre de rapport B/h=2 (Nezu & Rodi, 1985) 
 
 
Sur la figure 1.8, les mesures dans le cas d’un canal de rapport de forme B/h=6 confirment l’effet 
de la surface libre sur la structure des écoulements secondaires. Contrairement à l’écoulement en 
charge où la cellule inférieure occupe la majeure partie de la section, en écoulements à surface 
libre, la cellule de surface paraît la dominante.  
La comparaison entre les figures 1.7-b et 1.8-b montre l’effet du rapport de forme B/h sur 
l’organisation multicellulaire, de l’écoulement, dans les canaux ouverts, à parois lisses. En effet, 
dans ces conditions, le rapport B/h est le paramètre déterminant. L’aspect le plus marquant est que 
l’intensité et la zone d’influence des écoulements secondaires est d’autant plus grande que le canal 
est plus étroit (  B / h ≤ 5 ). Pour les canaux larges (  B / h > 5), la zone d’influence des mouvements 
secondaires, générés par l’anisotropie imposée par les parois, est limitée à la zone du coin. Dans la 
zone centrale, l’intensité des écoulements secondaires devient très faible et l’écoulement est très 
semblable à un écoulement parallèle (figure 1.8-b).  Pour ces canaux larges, dans la zone du coin, 
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les mesures de Nezu & Rodi (1985) et  Nezu & al. (1988) montrent que la taille de la cellule du 
fond, faible dans le cas B/h=2, devient de plus en plus importante lorsque B/h augmente, jusqu’à 
ce qu’elle se décompose en petites cellules contrarotatives. Ces résultats expérimentaux 
contredisent les simulations de Naot & Rodi (1982), où ils suggèrent que lorsque le rapport B/h 
augmente, la cellule de surface gagne en intensité et dimension, et freine ainsi l’accroissement de 
la cellule du fond.  
 
(a) 
(b) 
 
 
Figure 1.8   Ecoulements secondaires dans un canal rectangulaire de rapport B/h=6 :                   
(a) Cas en charge (Nakagawa & al. 1985), (b) Cas à surface libre (Nezu & Rodi, 1985)  
 
 
Les écoulements secondaires, malgré leurs faibles intensités, n’excédants pas 3 % de la vitesse 
longitudinale moyenne, affectent notablement le champ moyen de vitesse, la distribution 
transversale du frottement pariétal et l’évolution des contraintes turbulentes. Sur la figure 1.9, sont 
présentées les courbes (U/Umax = constante) correspondant aux circulations des écoulements 
secondaires exposées sur la figure 1.7. Dans le cas du coin carré en charge, ces contours enflent 
vers le coin, le long de la bissectrice, et légèrement vers le centre, le long des axes de symétrie. 
Naturellement, le maximum de vitesse est situé au centre du canal (z/a=1 et y/a=0). Ces 
déformations, en accord avec l’orientation des écoulements secondaires (figure 1.7-a), sont dues 
au transport advectif de quantité de mouvement par les mouvements secondaires.  
Dans le cas à surface libre (figures 1.7-b), la cellule de surface est beaucoup plus intense que celle 
du fond et elle transporte le fluide de faible quantité de mouvement de la paroi latérale vers le 
centre du canal, dans la zone de surface (z/h=1), et celui de forte quantité de mouvement, de la 
surface vers le fond du canal (2y/B=0). Comme conséquence, le maximum de vitesse est enfoncé 
au-dessous de la surface libre. Cet aspect, spécifique des écoulements à surface libre est surtout 
observé dans les canaux lisses de faible rapport de forme B/h.  
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 (b) (a) 
 
Figure 1.9   Contours des isovitesses longitudinales (U/Umax=constante) : (a) Coin carré en charge 
(Nezu & Nakagawa, 1984), (b) Canal à surface libre B/h=2 (Nezu & Rodi, 1985) 
 
Les profils transversaux du frottement à la paroi du fond, tracés sur la figure 1.10, dégagent un 
aspect fondamental de comportement de paroi, dans des canaux à surface libre et en charge. Cet 
aspect concerne l’interaction mutuelle entre l’organisation des écoulements secondaires et la 
distribution transversale du frottement.  
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Figure 1.10   Distribution transversale du frottement à la paroi du fond dans un coin carré en 
charge ou à surface libre d’un canal de rapport B/h=2 
 
En effet sur cette figure nous remarquons bien qu’en présence de surface libre, l’écoulement 
secondaire descendant dans l’axe du canal (figure 1.7-b) est à l’origine de l’augmentation du 
frottement. D’autre part, l’enfoncement du profil de frottement à y/a=0.5, dans le cas à surface 
libre, est lié aux écoulements ascendants de la cellule de coin, confinée dans cette zone. Cet 
enfoncement est signalé dans l’axe du canal en charge, où la cellule monte le long de l’axe. Cet 
aspect caractéristique des écoulements de paroi a été mis en évidence par Perkins (1970) et 
conforté expérimentalement par Nezu & Nakagawa (1984) et Nezu & Rodi (1985).  
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Sur la figure 1.11, nous discutons l’influence sur l’anisotropie de turbulence, entre les contraintes 
transversale et verticale du tenseur de Reynolds, pour l’écoulement toujours dans un coin carré en 
charge ou à surface libre. Dans la zone de paroi (z/h et z/a <0.2), dans les deux expériences, 
l’anisotropie est maximale dans la zone centrale du canal (y/a=0 et 2y/B=0) et décroit vers le coin, 
où l’effet de la paroi latérale sur la fluctuation transversale équilibre celui de la paroi du fond sur 
la fluctuation verticale et l’anisotropie tends vers l’isotropie )0wv( 22 →− . Ce comportement est 
identifié, également, le long de la paroi latérale sur le profil vertical à y/a=0.9 de la figure 1.11-a. 
À l’approche de la surface libre, (z/a et z/h >0.8), l’effet le plus marquant concerne 
l’augmentation  de  l’anisotropie de turbulence en présence de la surface libre. Les profils sur la 
figure 1.11-b montrent bien cet effet, traduit par une réduction de la fluctuation verticale 
  w2 accompagnée d’une augmentation des fluctuations transversale  v2 . 
 
 
 
Figure 1.11   Anisotropie de turbulence : (a) Coin carré en charge (Nezu & Nakagawa, 1984),     
(b) Canal à surface libre de rapport B/h=2 (Nezu & Rodi, 1985) 
c) Ecoulements dans des canaux rectangulaires à parois rugueuses 
En présence d’une distribution de rugosité sur une partie du périmètre du canal, la contrainte de 
cisaillement à la paroi, bτ , sera sensiblement affectée. Compte tenu de son influence sur les 
gradients transversaux des composantes du tenseur de Reynolds, les écoulements secondaires sont 
présents même au centre d’un canal assez large. Sur la figure 1.12, nous présentons les cellules 
des écoulements secondaires produits par une succession de bandes lisses et rugueuses, réparties 
régulièrement sur la paroi du fond de canaux ouverts, larges. Le canal de Müller & Studerus 
(1979), admet un rapport de forme B/h=7.5, alors que ce rapport est de B/h=8, dans les 
expériences de Wang & Cheng (2005). Pour les deux expériences, les mesures ont été réalisées 
dans la zone centrale du canal. 
Nous observons sur la figure 1.12-b, une paire de cellules contrarotatives. Les vitesses verticales 
ascendantes sont localisées au-dessus de la zone lisse alors que celles descendantes sont 
identifiées au-dessus des zones rugueuses. En conséquence, les écoulements secondaires sont 
dirigés des zones rugueuses de forte production de turbulence vers les zones lisses de faible 
production de turbulence. Une situation inverse, décelée dans les expériences de Müller & 
Studerus (1979) (figure 1.12-a), vient renforcer ces constatations. Nous constatons, également, 
que pour les deux essais, l’intensité des écoulements secondaires et plus importante dans la zone 
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de paroi qu’au voisinage de la surface libre. Ceci atteste d’une anisotropie plus importante dans la 
zone de paroi qu’à l’approche de surface libre. 
 
Ks = 2 mm
Ks = 2.55 mm
z/h
y/h
(a) 
(b) 
 
Figure 1.12   Ecoulements secondaires au dessus d’un fond avec contraste de rugosité :               
(a) mesures de MÜller & Studerus (1979), (b) mesures de Wang & Cheng (2005) 
 
Tominaga & al. (1986) ont caractérisé la structure des écoulements secondaires en considérant 
une distribution homogène, de la rugosité, le long des parois du canal. Lorsque seule la paroi 
latérale est rugueuse les deux cellules, de surface et de fond, observées en écoulements lisses 
(figure 1.8-b), sont intensifiées (figure 1.13-a). Dans le cas où seule la paroi du fond est rugueuse 
(figure 1.13-b), dans la zone du coin, la cellule de surface gagne en intensité aux dépens de la 
cellule de fond qui est réduite. Au centre du canal, plusieurs cellules contrarotatives sont générées 
et leurs intensités diminuent en s’éloignant du coin. Dans la dernière situation où la rugosité est 
uniforme le long du périmètre mouillé (figure 1.13-c), au centre du canal, une situation analogue 
au cas précédent s’impose. Dans la zone du coin, c’est la cellule du coin qui devient plus intense 
que celle de surface. 
 
 
Figure 1.13  Influence de la distribution de rugosité le long du périmètre mouillé sur la structure 
des écoulements secondaires (Tominaga & al. 1989) 
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En plus des effets dus aux écoulements de coin, signalés pour le cas des canaux lisses, la présence 
d’un contraste de rugosité affecte directement ou indirectement, à travers l’amplification des 
écoulements secondaires, le comportement de la vitesse moyenne, du frottement pariétal ainsi que 
des contraintes turbulentes, même dans la zone centrale d’un canal assez large. Dans ce qui suit, 
nous en présentons les principaux effets. 
  
Effets sur la distribution transversale de la vitesse moyenne 
Pour identifier cet effet, nous présentons sur la figure 1.14 les contours des isovitesses 
longitudinales mesurés dans un canal en charge (Hinze, 1973) et à surface libre (MÜller & 
Studerus, 1979). Nous remarquons, sur la figure 1.14-b, que les vitesses longitudinales moyennes, 
en dehors de la zone de paroi (z/h>0.2), sont plus importantes au-dessus de la zone rugueuse, où 
les écoulements secondaires sont descendants (figure 1.12-a), qu’au-dessus de la zone lisse, où ces 
écoulements sont ascendants. Ce comportement, observé aussi dans les mesures de Wang & al. 
(2003) et Wang & Cheng (2006), ne peut être qu’une conséquence du  transport advectif, de 
quantité de mouvement, par d’importants écoulements secondaires. 
Pour le cas de la conduite, de fond partiellement rugueux (figure 1.14-a), la configuration de 
rugosité est à l’origine d’importants écoulements secondaires ascendants, dans l’axe du canal. 
Ceci traduit bien l’évolution, dans cette zone, des contours des isovitesses : Le fluide de faible 
quantité de mouvement est transporté de la zone de paroi vers la zone centrale du canal. Le 
maximum de vitesse moyenne longitudinale se trouve ainsi décalé vers la paroi latérale, au-dessus 
de la zone rugueuse. 
Un autre aspect révélé dans les deux essais est que l’écoulement est freiné, dans la zone de paroi 
(z/h<0.2), au-dessus des rugosités et par conséquent, la vitesse moyenne présente de plus faibles 
niveaux. C’est un effet direct de la rugosité. 
 
 
(a) (b) 
 
 
Figure 1.14  Contours des isovitesses longitudinales : (a) (U/Umax=constante) conduite de fond 
partiellement rugueux (Hinze, 1973) ; (b) (U/Um=constante) canal avec fond de rugosité non 
homogène (Müller & Studerus, 1979) 
 
Effets sur la distribution transversale du frottement pariétal 
Le frottement pariétal est amplifié par la présence de rugosité. Lorsqu’une succession périodique 
de bandes lisses et rugueuses, selon la direction transversale, est imposée le long du fond (figure 
1.15), le frottement pariétal varie périodiquement selon la transversale. Cette évolution 
discontinue du frottement, constitue, vu son effet sur l’anisotropie de la turbulence, une force 
motrice de génération des écoulements secondaires. Ces mouvements secondaires sont 
descendants lorsque le frottement est important (sections y/h=0 y/h=2 et y/h=4 de figure 1.15-a) et 
ascendants au-dessus des zones lisses de faible frottement (sections y/h=1 et y/h=3). Une autre 
alternative considère que la distribution transversale, oscillatoire, du frottement pariétal est, plutôt, 
induite par la circulation des écoulements secondaires (Nezu & al. 1985). En effet, quand les 
écoulements secondaires sont descendants (figure 1.15-a ; y/h=0), ils transportent, par advection, 
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le fluide de forte quantité de mouvement, de la surface libre vers le fond du canal. Comme 
conséquence, dans la zone de paroi, les gradients locaux des vitesses deviennent importants ce qui 
a pour effet d’augmenter le frottement pariétal. Une situation inverse s’impose quand il s’agit 
d’écoulements ascendants. Compte tenu de cette alternative, nous pouvons conclure que 
l’organisation des écoulements secondaires et la distribution transversale du frottement pariétal 
sont en forte interdépendance et qu’ils sont en mutuelle interaction. 
 
 
b)
(a) (b)
  
 
Figure 1.15  Interaction mutuelle entre la structure des écoulements secondaires et la distribution 
du frottement pariétal (Wang & al., 2003) : (a) écoulements secondaires ;  (b) frottement pariétal 
 
Effets sur les contraintes turbulentes 
Sur la figure 1.16, nous représentons l’évolution de la contrainte de cisaillement uw−  le long 
d’une cellule d’écoulements secondaires (-1<y/h< 0). La cellule est générée au centre d’un canal 
large, à ciel ouvert, en imposant une distribution régulière de rugosité suivant la transversale 
(Wang & al. 2005). Dans toutes les sections, la contrainte de cisaillement turbulente est plus 
importante au fond et diminue vers la surface libre. Les profils verticaux de la contrainte de 
cisaillement montrent une déviation positive (distribution convexe) en présence d’écoulements 
secondaires ascendants et une déviation négative (distribution concave) en présence 
d’écoulements secondaires descendants. Au niveau du centre de la cellule (y/h=-0.5) le profil est 
quasi linéaire.  
Dans la zone de paroi, la contrainte de cisaillement est plus importante au niveau de la zone 
rugueuse (figure 1.16). C’est un effet direct de la rugosité. Loin de la paroi, la situation s’inverse 
suite au transport advectif de la turbulence, par les écoulements secondaires ascendants, des zones 
de fort cisaillement (rugueuses) vers les zones de faible cisaillement (lisses) et par les écoulements 
descendants, des zones de faible production (surface libre) vers le fond du canal (au dessus des 
zones rugueuses). 
L’influence des écoulements secondaires sur l’évolution de la contrainte de cisaillement 
turbulente est bien mise en évidence par le bilan de quantité de mouvement. La non linéarité de 
  −uw est en effet, en écoulement développé non parallèle, une conséquence du transport de 
quantité de mouvement longitudinale par les écoulements secondaires, comme le montre 
l’intégration suivant z de l’équation (1.3-a) : 
  
−uw = ghI(1− z / h) − V ∂U∂y dzz
h∫ − W ∂U∂z dzz
h∫ − ∂(uv)∂y dzz
h∫      (1.37) 
Dans la zone du coin paroi latérale/surface libre, Nezu & Rodi (1985), Tominaga & al. (1991) et 
Stuart & al. (1999) ont constaté la présence de valeurs négatives de  −uw . Cette tendance, 
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spécifique des écoulements à surface libre, est due principalement à l’orientation et l’intensité de 
la cellule de surface. Ces valeurs négatives de  −uw sont consistantes avec  les gradients négatifs 
de la vitesse longitudinale (
  
∂U
∂z < 0), dans cette zone. Le maximum de vitesse est localisé à 
l’ordonnée ou   −uw s’annule. 
 
Um est la vitesse moyenne dans la zone 
centrale (-1.0<y/h<1.0). 
 
Figure 1.16   Effets des écoulements secondaires sur l’évolution de la contrainte de cisaillement 
turbulente (Wang & al. 2005) 
 
La présence du contraste de rugosité, induit également des intensités turbulentes u et w plus 
importantes, dans la zone de paroi, au-dessus des zones rugueuses qu’au-dessus des zones lisses 
(Nezu & al. 1988, 1993). Ceci est lié au fait que dans la zone de paroi, la production de turbulence 
est contrôlée par la rugosité. Par contre, en dehors de cette zone, les fluctuations normales sont 
plus importantes au-dessus des zones lisses. Ceci est dû au transport advectif de la turbulence, par 
les écoulements secondaires ascendants, des zones de forte production (fond rugueux) vers les 
zones de faible production (fond lisse et surface libre) et inversement, par les écoulements 
descendants. Ce comportement est analogue au transport advectif de quantité de mouvement, 
encore que les mesures de Nakagawa & al. (1985) signalent que la turbulence est plus sensible au 
transport advectif que la quantité de mouvement. 
 
1.3 Modélisation des écoulements turbulents pleinement développés 
 
Les écoulements turbulents sont, en tout point de l’espace-temps, régis par les équations de Navier 
Stokes. Les simulations numériques directes (DNS) fondées sur leur résolution ne sont encore 
opérationnelles que dans des configurations d’écoulement relativement simples et à nombre de 
Reynolds modéré ; leur but est surtout d’analyser les phénomènes associés aux petites échelles de 
la turbulence en soutien aux approches par modélisation des équations moyennées. Dans les 
approches fondées sur la simulation des grandes échelles de la turbulence (LES), l’on ne calcule 
explicitement que la contribution aux grandes échelles turbulentes. Les structures dont la taille est 
inférieure à une dimension caractéristique de la maille de calcul, sont approximées par un modèle 
dit de « sous-mailles ». L’application des méthodes LES aux écoulements réels demeure encore 
limitée non seulement à cause des coûts de calcul mais à cause de difficultés spécifiques telles, 
Chapitre 1.  Aspects bibliographiques sur les écoulements turbulents : Structure et modélisation 
 
 
 
26 
par exemple, que la présence de rugosités aléatoires. Dans ces conditions, les méthodes 
statistiques fondées sur des fermetures en un point sont les plus couramment utilisées dans les 
applications. Dans cette approche, comme nous l’avons montré au paragraphe 1.2.1, le système 
formé par l’ensemble des équations (1.1) et (1.2) nécessite de formuler des hypothèses de 
fermeture pour calculer le tenseur de corrélation jiuu . Examinons rapidement les principaux 
modèles fondés sur des fermetures des équations de transport du tenseur de Reynolds et des 
modèles dérivés en rappelant quelques applications au calcul d’écoulements dans des canaux en 
charge ou à surface libre. 
 
1.3.1 Equation de transport du tenseur de Reynolds  
L’équation de transport du tenseur de Reynolds établie à partir des équations instantanées des 
champs des fluctuations de vitesse  s’écrit : 
 
  
Duiu j
Dt
= ∂uiu j∂t +
∂uiu jUk
∂xk
Cij
1 2 4 3 4 
= −(uiuk
∂Uj
∂xk
+ u juk ∂Ui∂xk
)
Pij
1 2 4 4 4 4 3 4 4 4 4 
 − 2ν ∂ui∂xk
∂u j
∂xk
εij
1 2 4 3 4 
+ pρ (
∂ui
∂x j
+ ∂u j∂xi
)
Φij
1 2 4 4 3 4 4 
− ∂∂xk
(uiu juk + pρ (δkjui + δiku j )
dij
1 2 4 4 4 4 4 3 4 4 4 4 4 
+ ν ∂
2 uiu j
∂x  k2
dij
(μ)
1 2 4 3 4 
     (1.38-a) 
Cette équation montre que l’évolution du tenseur de Reynolds met en jeu plusieurs processus 
physiques tels que : 
- Le transport par advection ijC et par diffusion turbulente  ijd et moléculaire    dij
(μ) 
- La production, ijP , par les gradients de vitesse moyenne et le tenseur de Reynolds, 
- La dissipation visqueuse, ijε , 
- La redistribution par les corrélations pression-déformation, ijΦ   
La  contraction tensorielle de l’équation (1.38-a) conduit à l’équation de transport de l’énergie 
cinétique turbulente, (ECT),   k = 0.5u j u j : 
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∂ν++ρ∂
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∂+∂
∂=       (1.38-b) 
Le bilan d’ECT résulte de la production,  P = 0.5Pij, de la dissipation,  ε = 0.5εjj, de la diffusion 
turbulente   d(k ) = 0.5d jjet de la diffusion moléculaire  d(k )
(μ) = 0.5d jj(μ). La redistribution n’est plus 
présente puisque le tenseur  est à trace nulle. 
Dans les équations (1.38) les termes d’advection et de production explicites en fonction de la 
vitesse moyenne et du tenseur des contraintes turbulentes, ainsi que le terme de diffusion 
moléculaire (d’ailleurs négligeable dans les zones de turbulence développée), ne nécessitent 
aucune modélisation. En revanche, les termes de dissipation visqueuse, de diffusion turbulente et 
de redistribution doivent être modélisés. Dans tout ce qui suit nous ne considéreront que des 
situations de turbulence développée à grand nombre de Reynolds pour lesquelles l’équilibre 
spectral de la turbulence est réalisé. Dans ces conditions le transport par diffusion moléculaire 
dans les équations des champs moyens est négligeable vis-à-vis du transport turbulent. 
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1.3.2 Modélisation du terme de diffusion  ijd  
Dans le terme de diffusion   dij, la corrélation triple,  uiu juk , qui représente un transport par le 
mouvement fluctuant, est considérée beaucoup plus importante que la diffusion due aux 
fluctuations de pression. Chou (1945) a proposé, pour cette corrélation, un modèle de fermeture 
de type gradient où le terme   dij est exprimé par : 
  
dij = cs ∂∂xk
( kε ukul
∂uiu j
∂xl
)          (1.39-a) 
Hanjalic & Launder (1972) ont proposé, pour ce terme, une formulation obtenue après plusieurs 
simplifications de l’équation exacte de transport des corrélations triples kji uuu  : 
  
dij,HL = ′ C s ∂∂xk
[ kε (uiul
∂u juk
∂xl
+ u jul ∂ukui∂xl
+ ukul
∂uiu j
∂xl
)]    (1.39-b) 
Dans les équations (1.39-a) et (1.39-b), les constantes sC et s'C , ont été choisies par référence à 
des résultats expérimentaux.  Les valeurs correspondantes sont, respectivement,  0.25 et 0.11. 
 
1.3.3 Modélisation du terme de dissipation ijε  
En écoulements à grand nombre de Reynolds, l’hypothèse d’isotropie locale aux petites échelles 
conduit à admettre que : 
  
εij = 2ν ∂ui∂xk
∂u j
∂xk
= 2
3
δijε      (1.40) 
L’équation du taux de dissipation ε de l’énergie cinétique turbulente s’écrit : 
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Le terme (a) représente l’interaction de la turbulence sur elle-même, (b) la diffusion par agitation 
turbulente et (c) la destruction par effet visqueux. La modélisation de l’équation (1.41) fait 
toujours l’objet de controverses et nous retiendrons la formulation la plus courante : 
  
Dε
Dt
= ∂ε∂t + Uj
∂ε
∂x j
= cε ∂∂x j
( kε u juk
∂ε
∂xk
) + Cε1 εk P − Cε2
ε2
k
≡(a)+(c)
1 2 4 4 3 4 4 
    (1.42) 
Dans (1.42) les valeurs couramment admises des constantes 
sont :  cε ,  Cε1 ,  Cε2 = (0.18,  1.45,  1.9). 
Zeman & Lumley (1976), pour rendre compte de l’augmentation du taux de dissipation à 
l’approche de la surface libre, ont proposé pour le terme de production de dissipation, 
  
Pε = Cε1 εk P,  la formulation suivante : 
  
Pε = 0.47 εk P + 3.9
ε2
k
bijbij
1+1.5 bijbij
         (1.43) 
 Où ijb  est le tenseur d’anisotropie :  
 
bij =
ui u j
k
− 2
3
δij      (1.44) 
Le second terme de l’équation (1.43) permet d’assurer une production de ε au voisinage de la 
surface libre où la production de k est nulle alors que l’anisotropie demeure importante. 
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1.3.4 Modélisation courante du terme de redistribution ijΦ   
Le tenseur ijΦ  des corrélations pression - déformation agit au niveau de l’échange entre les 
composantes normales du tenseur de Reynolds et la génération des contraintes de cisaillement. La 
modélisation de ce terme à toujours été l’objet de controverses et propositions différentes d’où la 
grande diversité des modèles de transport de turbulence. Dans ce terme, la pression (p) peut être 
calculée au moyen d’une équation de Poisson, vérifiée par la fluctuation de pression (Chou, 
1945). Suivant cette approche, le terme de redistribution ijΦ  est exprimé, pour une position xr  
dans l’écoulement, comme suit : 
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Les intégrales sont évaluées en un point courant 'xr  et 'xx rr −  repère la position xr  par référence au 
point de calcul. Dans cette équation, les termes avec et sans prime réfèrent, respectivement, à la 
position 'xr et xr . Cette approche, décompose le terme de corrélation pression - déformation en une 
intégrale de volume  et une intégrale de surface. La première comprend un terme non linéaire 
  Φij,1 et un terme linéaire   Φij,2, engendrés, respectivement, par les interactions purement 
turbulentes et les interactions entre turbulence et champ de déformation moyen. L’intégrale de 
surface   Φij,s  n’intervient qu’au niveau d’une frontière du domaine (paroi ou surface libre par 
exemple) et traduit l’influence sur la composante normale à cette frontière de la redistribution de 
l’énergie. En effet, la frontière engendre la réflexion des fluctuations turbulentes de pression, ce 
qui réduit l’amplitude des fluctuations normales, à cette frontière, et augmente, par effets de 
redistribution, les fluctuations transversales. 
Launder, Reece & Rodi (1975), à l’approche d’une paroi plane, expriment la relation (1.45) sous 
une forme équivalente, qui ne fait intervenir que des intégrales de volume :  
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Où *xr  est l’image du point xr  par symétrie par rapport à la paroi (voir fig.1.17).  
 
Figure 1.17      Contribution réfléchie du terme de pression prés d’une paroi. 
 
La formulation (1.46) suggère l’existence de deux contributions de l’effet de paroi. Une 
contribution non linéaire et une contribution linéaire associées, respectivement, à l’influence 
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réfléchie de 1,ijΦ  et 2,ijΦ . Dans ce qui suit, nous considérons les modélisations proposées pour  
chaque contribution, non linéaire 1,ijΦ , linaire 2,ijΦ  et de proximité de frontière s,ijΦ . 
a) Terme non linéaire 1,ijΦ  
Pour un écoulement homogène anisotrope, seul le terme 1,ijΦ   est significatif (Hanjalic & 
Launder, 1972). Puisque, dans cet écoulement, la turbulence a tendance à retrouver un état plus 
isotrope, l’effet du terme non linéaire doit être de favoriser le retour à l’isotropie, en équilibrant 
les composantes normales du tenseur de Reynolds et diminuant les contraintes de cisaillement. 
Pour traduire cet effet, la formulation proposée par Rotta (1951) est la plus communément 
admise : 
  
Φij,1 = −C1 εk (uiu j −
2
3
δijk)            (1.47) 
Où 1C  est une constante traduisant la rapidité du retour à l’isotropie et   k / ε est le temps 
caractéristique de retournement. Rotta (1951) a recommandé, initialement, pour la constante 1C , 
la valeur 1.4. Launder & al. (1975), en se reportant aux applications en écoulements à turbulence 
développée, recommandent la valeur 1.5.  
b) Terme linéaire 2,ijΦ  
Pour ce terme linéaire, deux principales approches regroupent la plupart des tentatives de 
modélisation de la turbulence. La première, proposée par Hanjalic & Launder (1972), considère, 
dans le cas d’une turbulence homogène, que le terme  Φij,2 peut être exprimé sous la forme : 
  
Φij,2(HL) = ∂Ul∂xm
ali
mi           (1.48)  
Où   a li
mi est un tenseur d’ordre 4 vérifiant un certain nombre de contraintes cinématiques telles que 
la propriété de symétrie, la continuité et la condition de normalisation de la fonction de Green. 
L’approximation exacte de ce tenseur provient d’une combinaison linéaire des tensions de 
Reynolds et elle est donnée par la formulation suivante : 
 
k/)uuuu(C
k/)uuuuuuuu(k)]([
)uuuuuuuu(uua
jlim2
jilmlijmilmjijmllimi1
mjlimljiiljmijlm1ljim1
mi
li
′+
+υ+δδ+δδη+δδγ+
δ+δ+δ+δβ+δα=
   (1.49) 
Où   α1,β1, γ1, η, υ et ′ C 2sont des constantes exprimées par : 
)C810(
11
1 '
21 −=α , )C62(11
1 '
21 −−=β , )C124(55
1 '
21 −−=γ , )C186(55
1 '
2−=η  et '2C−=υ  
Le choix de la constante   ′ C 2 a été établi par l’application du modèle à un écoulement de 
turbulence homogène à cisaillement uniforme, où les expressions réduites des équations de 
transport des contraintes turbulentes mènent à une valeur de  ′ C 2 égale à 0.45 lorsque   C1  prend la 
valeur 2.8. 
La seconde approche, établie par Launder, Reece & Rodi (1975), repose sur une formulation 
simplifiée déduite des expressions (1.48) et (1.49) : 
  
Φij,2( I ) = −γ1(Pij − 23 δijP) − γ2k(
∂Ui
∂x j
+ ∂Uj∂xi
) − γ3(Dij − 23 δijP)    (1.50-a) 
Chapitre 1.  Aspects bibliographiques sur les écoulements turbulents : Structure et modélisation 
 
 
 
30 
Où : )
x
Uuu
x
Uuu(D
i
k
kj
j
k
kiij ∂
∂+∂
∂−=        (1.50-b) 
Les valeurs recommandées des constantes de modélisation sont données par : 
  γ1 = ( ′ C 2 + 8) /11,   γ2 = (30 ′ C 2 − 2) / 55,   γ3 = (8 ′ C 2 − 2) /11     (1.51) 
La valeur  ′ C 2 = 0.4 est ajustée à partir des expériences de l’écoulement turbulent homogène à 
cisaillement uniforme, Champagne & al. (1970).  
Launder, Reece & Rodi, 1975 remarquent que le premier groupe de l’équation (1.50-a) apparaît 
comme étant dominant, et ils lui proposent alors la formulation simplifiée : 
  
Φij,2( II) = −C2(Pij − 23 δijP)          (1.52) 
Dans l’approximation (1.52),   C2 = 0.6 pour rendre compte du cas de la turbulence isotrope. 
L’équation (1.52) apparaît comme une contre-partie du terme de retour à l’isotropie,  Φij,1, 
proposé par Rotta. En effet, si le terme  Φij,1 tend à diminuer l’anisotropie du champ des 
contraintes turbulentes, l’équation (1.52) montre que le terme  Φij,2tend à rendre plus isotrope le 
tenseur de production de turbulence, Launder & al. (1975). 
c) Terme de réflexion de  surface   Φij,s  
Deux approches différentes ont été proposées pour modéliser le terme de réflexion de surface. 
Elles considèrent l’existence de deux contributions de l’effet de surface. Une contribution non 
linéaire et une contribution linéaire associées, respectivement, à l’influence réfléchie de   Φij,1 et 
  Φij,2. Launder & al. (1975), en se basant sur l’intégrale de volume (1.46), suggèrent qu’une 
modélisation similaire aux termes   Φij,1 et  Φij,2 est nécessaire pour traduire les effets, réfléchies, 
dus aux parois et proposent la formulation suivante : 
  
Φij,p = [ ′ c 1 εk (uiu j −
2
3
kδij ) + ′ c 2(Pij − Dij ) + ′ γ k(
∂Ui
∂x j
+ ∂Uj∂xi
)]fw (l/yp )   (1.53) 
La fonction de proximité de surface   fw (l/yp ) est une fonction du rapport de l’échelle de longueur 
turbulente   l  à la distance  yP du point à la paroi où l’échelle  l  caractéristique des tourbillons les 
plus énergétiques est définie par : 
  
l = k
3/ 2
ε            (1.53-a) 
Par référence à un écoulement de couche limite sur plaque plane (mesures de Klebanoff, 1954) et 
l’écoulement entre deux plaques planes parallèles (mesures de Comte Bellot, 1965), la 
détermination des constantes 1'c , 2'c  et 'γ  conduit aux valeurs respectives de 0.5, 0.06 et 0 
(Schiestel, 1993). 
Il existe plusieurs expressions de la fonction de proximité  fw (l/yp ). Launder & al. (1975) 
proposent une loi linéaire : 
  
fw (l/yp ) = ′ a 
3/ 2
κ
l
yp
           (1.54-a) 
Où   ′ a est une constante fixée par la valeur à la paroi du rapport 24.0
k
u
k
uw 2* ≈=−  et κ  est la 
constante de Von Kàrmàn, 0.41. 
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Dans le cas d’un écoulement entre deux plaques planes distantes de D, les deux parois, affectent 
l’écoulement et la fonction wf  est de la forme: 
)
yD
1
y
1('a)y/(f
pp
2/3
pw −+κ= ll         (1.54-b) 
Dans le cas général de conduites avec parois courbes ou irrégulières, Launder & al. proposent 
d’exprimer l’inverse de la distance moyenne à la paroi,  < yp >, par : 
∫ φπ=>< S
d
2
1
y
1
p
          (1.55) 
Où φd  est l’angle solide élémentaire sous lequel on voit un élément de surface situé à une 
distance S du point considéré. 
L’expression (1.53) de Launder & al. (1975), ne permet pas de rendre compte de l’effet de la 
surface libre sur le processus de redistribution compte tenu des faibles gradients des vitesses 
moyennes à son approche. Shir (1973) a proposé une expression mieux adaptée. La contribution 
de l’interaction avec une surface est décomposée en partie non linéaire  Φij,1s
(Sh ) et linéaire  Φij,2s
(Sh ) : 
  Φij,s = Φij,1s
(Sh) + Φij,2s(Sh)          (1.56) 
Considérant une surface de vecteur unité n et désignant par r le vecteur position par rapport à un 
point de la surface, Shir propose la modélisation suivante des deux contributions : 
  
Φij,1s(Sh) = ′ c 1 εk (ukumnknmdij −
3
2
ukuinkn j − 32 uku jnkni )f(
l
niri
)     (1.57-a) 
  
Φij,2s(Sh ) = ′ c 2(Φkm,2nknmδij − 32 Φki,2nkn j −
3
2
Φkj,2nkni )f ( lniri
)     (1.57-b) 
Dans les expressions (1.57),   ′ c 1 = 0.5 et  ′ c 2 = 0.3 sont les valeurs des deux constantes 
généralement admises. 
 
1.3.5 Autres approches de modélisation du terme de redistribution ijΦ   
Dans les formulations courantes du terme de redistribution ijΦ , l’amortissement des fluctuations 
normales, à l’approche d’une paroi ou surface libre, est assuré par l’introduction de fonctions de 
proximités, f . Cette approche rend difficile l’application de ces modèles dans des configurations 
géométriques complexes. D’autre part ces approches nécessitent un ajustement empirique des 
constantes et des traitements particuliers pour la zone de paroi. Pour surmonter ces insuffisances, 
plusieurs alternatives de modélisation quadratique du terme de redistributions ont été introduites. 
Les principales sont celles de Speziale, Sarkar & Gatski (1991), Launder & Li (1994) et Naimi & 
Gessner (1995,1997). 
Toutefois, nous notons que ces approches présentent l’inconvénient d’être limitées à la simulation 
de la turbulence dans un domaine dont les frontières sont des parois solides. En effet, à l’approche 
d’une paroi ou d’une surface libre, les réductions des composantes normales à celles-ci sont 
gouvernées par un même processus de redistribution. Cependant, à l’interface fluide/atmosphère, 
les gradients de la vitesse moyenne, sur lesquels reposent les modélisations quadratiques, sont 
négligeables et par conséquent, l’effet d‘amortissement lié à la surface libre ne sera pas reproduit. 
Pour appliquer les approches quadratiques aux écoulements à surface libre, Basara (1995) et Choi 
& al. (2004) suggèrent la nécessité d’introduire un terme additionnel de type Shir (1.56), faisant 
intervenir une fonction de proximité à la surface libre. 
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a) Modèle de Speziale, Sarkar & Gatski (SSG), 1991 
Dans leur modèle, Speziale & al. (1991) ont développé une fonction quasi-linéaire des gradients 
de la vitesse moyenne, dont les coefficients dépendent du tenseur d’anisotropie, pour exprimer le 
terme de redistribution, ijΦ . Ce modèle présente l’avantage d’être, avec sa simple formulation, 
indépendant des fonctions de proximités de surface et par suite de la géométrie du canal. Le terme 
ijΦ  s’écrit alors : 
  
Φij(SSG ) = α0εbij + α1ε(bikbjk − 13 bmnbnmδij ) + α2kSij + α3Pbij
+α4k(bikSjk + bjkSik − 23 bklSklδij ) + α5k(bikΩ jk + bjkΩik )
    (1.58) 
Où k2/)k
3
2uu(b ijjiij δ−=  est le tenseur d’anisotropie, )
x
U
x
U
(
2
1S
j
i
i
j
ij ∂
∂+∂
∂=  est le tenseur taux 
de déformation, )
x
U
x
U
(
2
1
j
i
i
j
ij ∂
∂−∂
∂=Ω  le tenseur taux de rotation et iα sont les constantes 
empiriques du modèle.  
Selon les auteurs, l’application du modèle (SSG) améliore nettement, par rapport aux formulations 
usuelles du terme de redistribution, la prédiction d’une turbulence homogène de paroi. Cette 
nouvelle formulation, du terme de redistribution a été reprise, dans le modèle de Pettersson & 
Andersson (2002) pour l’étude d’un écoulement dans une conduite carrée en charge. Les résultats 
signalent une large sous-estimation de l’intensité des écoulements secondaires, bien que 
l’anisotropie entre les contraintes normales ainsi que la distribution transversale du frottement 
soient bien prédites. Ces auteurs attribuent cette insuffisance à l’approche utilisée dans la 
modélisation de la contrainte de cisaillement  vw et par suite au terme ijΦ . Concernant 
l’application de cette approche en écoulements à surface libre, Basara (1995) et Choi & al. (2004) 
ont remarqué que la formulation (1.58) est insuffisante pour traduire les effets, sur la 
redistribution, signalés à l’approche de la surface libre, où les gradients de vitesses deviennent 
assez faibles. Ils exigent alors l’introduction d’un terme additionnel. Leur proposition sera 
présentée dans le tableau récapitulatif présenté ci-dessous.  
b) Modèle de Launder & Li (LL), 1994 
 
Pour éviter d’avoir recours aux fonctions de proximités dans la modélisation du terme de 
redistribution, Launder & Li (1994) ont proposé une formulation quadratique de la partie linéaire 
du terme de redistribution, qui incluse les effets de proximité de surface. 
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Où  
  
a ij = (ui u j − 13δij ukuk ) ,   A2 = a ija ij ,  Dij est exprimé par l’équation (1.50-b) et   c2 et ′ c 2 sont 
deux constantes de valeurs respectives 0.55 et 0.6. 
La partie non linéaire est également modifiée : 
ij2ijkjik1ij1
)LL(
1,ij a]A3
1)aa(ca[c ε−δ−′+ε−=Φ       (1.60) 
Où,   ′ c 1 =1.2 et   c1 = 3.1(A2A)0.5 avec  A =1− 9 / 8(A2 − A3).  A3 est le paramètre d’aplatissement 
exprimé par :   A3 = aikakja ji. 
L’expérience de Hinze (1975), dans une conduite rectangulaire de fond partiellement rugueux, a 
été traitée par ce modèle, ainsi que la conduite lisse de section carrée. Le modèle présente, dans 
les deux cas une bonne distribution transversale de la vitesse moyenne et des niveaux acceptables 
des écoulements secondaires. Les résultats obtenus feront objet de comparaison avec d’autres 
simulations dans le chapitre 2. 
 
1.3.6 Récapitulatif des formulations des modèles de transport de turbulence 
 
Dans la modélisation des termes de l’équation de transport du tenseur de Reynolds, c’est le 
tenseur ijΦ  des corrélations pression-déformation qui a toujours été l’objet de controverses et 
propositions différentes. D’où la grande diversité des modèles de transport de turbulence. 
Hanjalic & Launder (HL),  1972, ont été les premiers à tester une version simplifiée du modèle 
qu’ils ont proposé, pour le terme ijΦ . Leur modèle ignore les effets de parois qui, selon la 
contribution de Shir 1973, doivent être introduits du fait de leurs effets non négligeables sur la 
turbulence. Launder, Reece & Rodi (LRR), 1975, ont alors repris le modèle HL en y introduisant 
leur propre formulation pour tenir compte des effets de proximité de parois. Un peu plus tard, 
Reece en 1977, vient confirmer, par son application du modèle LRR à l’étude d’un écoulement en 
canal carré en charge, la nécessité d’introduire le terme de paroi, dans ijΦ ,  pour mieux prédire la 
turbulence et la circulation des écoulements secondaires. Gibson & Launder (GL), 1978, en se 
basant sur le modèle LRR, ont étudié la turbulence en couche limite atmosphérique. Dans leur 
modèle, outre les effets gravitationnels, les effets de proximité de paroi ont été introduits en 
considérant la formulation proposée par Shir 1973. Depuis, en s’appuyant sur ces modélisations, 
plusieurs tentatives et propositions ont été introduites pour une amélioration de la prédiction de la 
turbulence, en particulier pour les écoulements en charges (Speziale & al. 1991, Launder & Li 
(1994) et Naimi & Gessner,  1995,1997). Le tableau suivant regroupe les principales études. 
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Tableau 1.1 : Récapitulatif des formulations des modèles de transport de turbulence 
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(1) : Le modèle (GL) est une adaptation du modèle (LRR), pour l’étude d’une couche limite 
atmosphérique. De ce fait, il comprend des termes supplémentaires permettant de tenir compte des 
effets gravitationnels, notamment dans la formulation du terme de redistribution ijΦ . Dans ce 
tableau, nous avons ignoré les termes liés aux effets gravitationnels.    
 
(2) : L’objectif du modèle (DR) était d’établir une formulation plus complète du modèle (NR), en 
traitant les gradients des écoulements secondaires de la même manière que ceux de la composante 
longitudinale. De ce fait, le modèle (DR) a conservé la même formulation du terme de 
redistribution que (NR), sauf que le terme de proximité de surface libre, )Sh( s1,ijΦ , a été considéré 
nul. En effet le modèle n’a été appliqué que pour des écoulements en charge.  
 
(3) : L’objectif du modèle (NG) est de soulever le problème de spécification de la valeur de μC et 
l’ajustement empirique des constantes. Ce modèle ne demande pas de traitement particulier pour 
la zone de paroi. La seule loi de paroi utilisée est celle logarithmique de vitesse (Naimi & 
Gessner, 1995). Pour ce modèle, Si nous désignons par )uu(CD ji  le terme de convection diminué 
du terme de diffusion et )uu(PRD ji  les effets combinés de production, redistribution et 
dissipation, l’équation (1.38-a) peut s’écrire sous la forme :  
)uu(PRD)uu(CD jiji =               (1.61-a) 
Où,   ij
k
ji
kji dx
uu
U)uu(CD −∂
∂=     et     ijijijji P)uu(PRD ε−Φ+=  
Naimi & Gessner (1995) adoptent pour le terme )uu(CD ji la modélisation suivante : 
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L’expression de *cμ  provient de manipulations algébriques de l’équation (1.61-a), quand le terme 
)uu(CD ji  est considéré nul et les gradients des écoulements secondaires sont négligés. Les 
constantes apparues ci-dessus sont exprimées par : 
11/)c32( *2
* +−=β  ; *2*** c21 −β−α−=Ω  ; 11/)c410( *2* +=α  ; *2** c+β=Λ  ; *** Λ+Ω=Π  
 75.0CD =α  ; l*1 f76.04.1c −= ; l* f066.012.0 −−=γ ; l*2 f043.0385.0c −=  
Où 1f est une fonction linéaire de proximité de parois formulée, en fonction de la distance 
moyenne aux parois >< s , comme suit :  
><κ= sf
p
l
l
   avec  ε
ς=
2/34/3
p
*
µ
p
k)c(
l        (1.62) 
Le modèle (NG) a été testé dans la simulation des écoulements développés dans des canaux 
rectangulaires lisses ayant différents rapports B/h. Il présente une bonne estimation du champ 
moyen de vitesse ainsi que de la structure turbulente de l’écoulement, en particulier l’anisotropie 
entre les fluctuations normales )wv( 22 − , dans la zone de paroi d’une conduite carrée en charge. Il 
a été également testé dans le cas de conduites rectangulaires en présence de rugosité non uniforme 
Chapitre 1.  Aspects bibliographiques sur les écoulements turbulents : Structure et modélisation 
 
 
 
36 
(Naimi & Gessner, 1997) et ses prédictions du champ d’écoulements secondaires sont assez 
satisfaisantes. Nous faisons un retour, dans le chapitre 2 sur les résultats obtenus par ce modèle, 
en termes de comparaison avec les prédictions de notre modèle. 
 
1.3.7 Formulation algébrique du tenseur de Reynolds 
 
Pour formuler les modèles algébriques de transport des contraintes turbulentes, plusieurs 
hypothèses ont été introduites. La plus courante considère pour un écoulement turbulent 
pleinement développé, dans les conditions de l’équilibre local, le rapport k/uu ji  peu variable, 
dans le domaine. Comme conséquence, le transport des contraintes turbulentes jiuu  sera 
proportionnel au transport de l’énergie cinétique turbulente,   (Launder, 1971) :  
 )P(
k
uu
dC jiijij ε−=−          (1.63) 
Où  P est le taux de production de l’énergie cinétique turbulente k.   
En substituant (1.63) dans (1.38-a) et dans le cadre des hypothèses précédentes, l’équation de 
transport du tenseur de Reynolds sera réduite à la formulation algébrique : 
ε
ε−ε
Φ+ε=−ε
ijijijji P)1P(
k
uu
        (1.64) 
Naot & Rodi (1982) et Demuren & Rodi (1984) adoptent une autre approche : les expressions 
algébriques des contraintes turbulentes sont établies à partir de l’hypothèse d’équilibre local entre 
production – redistribution – dissipation dans l’équation de transport du tenseur de Reynolds. 
Dans ces conditions, l’équation (1.38-a) s’exprime sous la forme : 
0PdC ijijijijij =ε−Φ+=−          (1.65) 
Dans le modèle de Celik & Rodi (1984), pour établir les formulations algébriques des 
composantes du tenseur de Reynolds, ces deux approches ont été considérées. En effet, ces 
auteurs admettent que, dans l’équation (1.38-a) et pour la contrainte de cisaillement uw− , les 
termes de transport convectif et diffusif s’équilibrent, alors qu’ils considèrent le transport des 
composantes normales, proportionnel au transport de k (égal à ε−P ) : 
 ( )ε−=− P
k
u
dC
2
i
iiii           (1.66) 
Ces hypothèses seront considérées dans les formulations algébriques des modèles que nous allons 
introduire et tester au chapitre 2. 
 
1.3.8 Applications aux écoulements à surface libre en canaux lisses et rugueux 
 
Comme nous venons de le signaler ci-dessus, les dernières études de modélisation et simulations 
numériques se sont focalisées principalement dans la prédiction des écoulements en charge. Les 
modèles quadratiques où le terme de redistribution ijΦ  ne fait plus intervenir les fonctions de 
proximité de surfaces (solide ou surface libre) présentent un grand intérêt. Ces modèles, basés sur 
des fonctions linéaires ou quasi linéaires des gradients de la vitesse moyenne (pour compenser les 
effets de redistribution traduits par le terme s,ijΦ ), perdent leurs performances dans les zones où 
ces gradients deviennent négligeables. C’est le cas de la zone de surface libre. L’introduction d’un 
terme additionnel, comme a été proposé par Choi & Kang (2004), s’avère nécessaire pour assurer 
l’amortissement de la composante verticale, du tenseur de Reynolds, à l’approche de la surface 
libre. Toutefois, leur proposition n’a été appliquée qu’en écoulement développé parallèle (1D 
vertical). 
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Par ailleurs, le modèle le plus appliqué dans la simulation des écoulements en canaux 
rectangulaires à ciels ouverts reste celui de Naot & Rodi (1982). Dans sa formulation algébrique, 
ce modèle tient compte, par l’introduction d’un terme de réflexion de la surface libre et la fonction 
de proximité sf , des effets induits par la présence de celle-ci sur la redistribution de l’énergie 
cinétique turbulente, entre les trois composantes normales du tenseur de Reynolds. L’autre aspect 
caractérisant ces écoulements est la réduction, à l’approche de la surface libre, de l’échelle de 
longueur, ce qui conduit à une augmentation du taux de dissipation et par suite une réduction de la 
viscosité turbulente. Pour assurer cet effet, Naot & Rodi (1982) utilisent la condition de Hossain 
& Rodi (1980) qui impose, à la surface libre, une valeur du taux de dissipation supérieure à celle 
générée dans un plan de symétrie : 
)
y
1
'y
1(
C
k
*4/3
2/3
s
s +κ=ε −μ
         (1.67) 
Où 'y est une constante empirique qui a été calée, à la valeur h07.0'y = , de façon à ce que le 
modèle reproduit, dans la zone de surface, l’énergie cinétique turbulente mesurée dans un 
écoulement développé sur fond lisse. Le terme *y/1 , où *y représente la distance à la paroi 
latérale,  a été introduit dans (1.67) pour assurer un passage progressif entre cette condition et 
celle imposée, sur le taux de dissipation, à la paroi latérale. ss etk ε sont, respectivement, les 
valeurs de l’énergie cinétique turbulente et son taux de dissipation, à la surface libre. 
Le modèle (NR) a été appliqué à la simulation des écoulements développés en canaux 
rectangulaires lisses pour différents rapports B/h. La confrontation de ces résultats avec les 
mesures en canaux étroits (B/h<5) montre qu’il prédit correctement les distributions transversales 
de la vitesse moyenne et qu’il présente une réponse assez satisfaisante aux variations du rapport 
B/h, (reproduction de l’enfoncement du maximum de la vitesse pour les faibles rapports de 
forme). Pour les canaux larges (B/h>6), les simulations montrent que la cellule de surface gagne 
en intensité et en taille, et freine ainsi l’accroissement de la cellule du fond. Ce résultat est en 
désaccord avec les mesures de Nezu & Rodi (1985). 
Naot (1984) a repris ce modèle pour tester sa capacité à simuler le champ d’écoulements 
secondaires pour différentes configurations de rugosité (homogène et discontinue). Dans le cas 
d’un contraste de rugosité, pour assurer une transition progressive, entre les deux cas extrêmes 
(lisse et rugueux), Naot (1984) adopte, pour la vitesse la condition (1.17), où la fonction de 
rugosité )K(C S+ est donnée par la relation (1.27). 
Huit configurations de rugosité ont été étudiées. Les zones rugueuses sont caractérisées par 
h015.0KS = et les zones lisses par 0KS = . Les simulations ont montré que dans le cas de rugosité 
uniforme, imposée sur la paroi du fond ou latérale, l’effet dominant de la cellule de surface limite 
l’influence de la rugosité sur la structure des écoulements secondaires, quoiqu’on note une 
augmentation des intensités de ces écoulements. En présence d’un contraste de rugosité, les 
écoulements secondaires sont orientés des zones de forte production de turbulence (rugueuses) 
vers les zones de faible production de turbulence (lisses). 
Le modèle (NR) a été utilisé, également, par Naot & al. (1993,1996) pour simuler des 
écoulements à surface libre dans des canaux rectangulaires (et composés) sur fond totalement (ou 
partiellement) occupé par des végétations. Le modèle annonce des performances attirantes malgré 
sa simplicité. 
Pezzinga (1994) s’est intéressé aussi aux écoulements à surface libre, en particulier dans les 
canaux composés. Il a mis en œuvre un modèle de turbulence ),k( ε  non linéaire. Dans son étude, 
pour tenir compte des effets de la surface libre, il imposait une condition limite sur le taux de 
dissipation, donnée par la relation : 
Chapitre 1.  Aspects bibliographiques sur les écoulements turbulents : Structure et modélisation 
 
 
 
38 
f
2/3
s
4/3
fs y
kC
c κ=ε
−
μ            (1.68)  
Où fc  est une constante empirique choisie égale à 0.164 et fy  est la distance depuis la surface 
libre jusqu’au plus proche point du maillage. 
Récemment, Park & al. (2005) ont repris le modèle (CK) pour simuler l’écoulement dans un canal 
rectangulaire, où le fond présente des bandes lisses et rugueuses, alternées. La prise en compte de 
la variation de la rugosité est traduite dans la formulation de la loi logarithmique (1.17) où la 
fonction de rugosité est exprimée, selon Naot & Emrani (1983). L’effet de la surface libre est 
traduit, en plus du terme de réflexion de surface introduit dans ijΦ , par l’emploi de la condition 
limite de Hossain & Rodi (1.67). Le modèle prédit un champ d’écoulements secondaires assez 
satisfaisant avec une bonne réponse au contraste de rugosité. 
 D’autres études ont été menées sur les écoulements développés parallèles (1D verticaux) à 
surface libre. On en site particulièrement les travaux de Celik & Rodi (1984) et ceux de Gibson & 
Rodi (1989). Les deux modèles, de formulations très semblables, étaient destinés à l’étude du 
comportement de la turbulence en absence d’écoulements secondaires. Dans (CR), en plus des 
termes traduisant l’effet de la surface libre, la condition limite (1.69) a été introduite pour assurer 
l’augmentation du taux de dissipation, à l’approche de cette surface. Par contre, dans (GR) cet 
effet est pris en compte par la modélisation de la production de dissipation, εP , selon l’approche 
de Zeman & Lumley (1.43). 
h18.0
k 2/3s
s =ε            (1.69) 
Les deux modèles assurent la réduction de l’échelle de longueur turbulente à la surface libre, mais 
ils présentent certaines insuffisances qui seront discutées, plus en détail, dans le chapitre 2. 
 
 
1.4 Conclusion  
 
Dans ce chapitre, nous nous sommes attachés à rappeler quelques résultats fondamentaux 
concernant les lois de paroi de la vitesse et des composantes du tenseur de Reynolds. En premier 
lieu nous avons rappelé les fondements théoriques qui conduisent à l’établissement de la loi 
logarithmique de vitesse, de la loi déficitaire et de la loi logarithmique de frottement en régime 
d’écoulement lisse, pleinement rugueux ou intermédiaire : ces résultats seront largement utilisés 
par la suite. 
En ce qui concerne les composantes du tenseur de Reynolds, les expériences mettent en évidence 
des différences d’intensité turbulente dans la zone de paroi suivant les valeurs du nombre de 
rugosité, avec une diminution progressive de la fluctuation longitudinale quand le nombre de 
rugosité augmente, alors que les fluctuations verticales et transversales sont beaucoup moins 
influencées. 
En dehors de la zone de paroi, ces études montrent un effet du nombre de Froude sur le niveau des 
fluctuations turbulentes. Celles ci sont plus importantes pour les écoulements à grand Froude. 
Quand à l’effet de la rugosité dans cette zone, il est insignifiant.  A l’approche de la surface libre, 
l’effet le plus marquant concerne l’augmentation de l’anisotropie de turbulence suite à un 
amortissement des fluctuations verticales et, sous l’effet de la redistribution, une augmentation des 
fluctuations horizontales. Cette zone est  caractérisée également par une diminution de l’échelle 
de longueur. La plus part de ces travaux sont réalisés dans des écoulements au-dessus de parois 
lisses ou de rugosité homogène. 
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Par contre, les écoulements développés non parallèles souffrent d’une compréhension imparfaite 
tant sur le plan expérimental que modélisation, en particulier dans les canaux à surface libre ayant 
un fond de rugosité inhomogène. Les rares études expérimentales qui ont été consacrées à ces 
écoulements montrent un rôle important des interactions de paroi et de surface libre sur la 
génération et l’orientation des écoulements secondaires et par suite sur la distribution de vitesse, 
l’évolution du frottement pariétal ainsi que des contraintes turbulentes. Notons également que le 
manque de données est une importante limitation de la modélisation d’où la nécessité de nouvelles 
expériences avec des descriptions complètes de l’écoulement.  
 
La modélisation du terme de redistribution constitue la question centrale des problèmes de 
fermeture de l’équation de transport des contraintes de Reynolds. Comme nous l’avons rappelé, 
cette question a d’ailleurs fait l’objet de multiples propositions au cours des trente dernières 
années. 
Certains modèles sont fondés sur une approche basée sur l’introduction de fonctions de proximités 
pour rendre compte de l’amortissement des fluctuations normales à l’approche d’une paroi ou de 
la surface libre ; d’autres, plus complexes, ont introduit des concepts de modélisation quadratique 
du terme de redistribution. La première approche rend difficile l’application des modèles dans des 
configurations géométriques complexes alors que la seconde, reposant sur les gradients de la 
vitesse moyenne pour réduire les composantes normales, présente l’inconvénient d’être limitée à 
la simulation de la turbulence dans des écoulements en charge.  
En conclusion il nous a paru indispensable de comparer et d’adapter ces modèles au travers de 
simulations d’expériences antérieures en écoulement parallèle puis en écoulement non parallèle 
pleinement développé. C’est l’objectif du prochain chapitre. 
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Chapitre 2 
 
 
 
 
 
2 Simulations d’écoulements secondaires dans des canaux 
avec des modèles algébriques du tenseur de Reynolds 
 
 
 
 
 
 
 
2.1 Introduction 
 
Dans ce chapitre, nous présentons les résultats d’une étude comparative entre les modèles de 
Gibson & Rodi (1989),  Naot & Rodi (1982) et Celik & Rodi (1984). 
Dans une première partie, nous mettons en œuvre ces modèles pour simuler des écoulements 
développés parallèles (1D verticaux) à surface libre et en charge. Nous confrontons les résultats 
de ces simulations aux mesures de Nezu & Rodi (1986) dans un écoulement à surface libre en 
canal lisse, et aux expériences de Comte Bellot (1965) et Clark (1968), dans le cas de 
l’écoulement en charge en canal de section rectangulaire.  
Dans une deuxième partie, nous mettons en œuvre ces modèles en écoulements en charge ou à 
surface libre non parallèles. Ces simulations ont pour objectif d’évaluer les capacités des modèles 
à prédire, d’une part, l’organisation multicellulaire des écoulements secondaires générés par les 
différents états de la rugosité du fond, et d’autre part, les composantes du tenseur de Reynolds en 
prenant en compte l’anisotropie de la turbulence induite aussi bien par la présence de la surface 
libre que par l’interaction fluide/parois. Ces prédictions ont été également comparées aux résultats 
de simulations d’autres modèles. 
Avant de commenter les résultats de cette analyse, nous présentons les formulations algébriques 
des modèles mis en œuvre, ainsi que la solution asymptotique correspondante, introduite par 
Labiod (2005). 
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2.2 Présentation des modèles en écoulement développé non parallèle 
 
2.2.1 Equations du mouvement moyen  
En écoulement développé, à grand nombre de Reynolds, les équations du mouvement moyen 
s’expriment en termes des variables U(y,z), ψ(y,z), Ω(y,z), sous la forme : 
  
V ∂U∂y + W
∂U
∂z = −
∂uv
∂y −
∂uw
∂z + gsinβ             (2.1-a) 
V ∂Ω∂y + W
∂Ω
∂z =
∂2
∂y∂z (v
2 − w2 ) + ( ∂
2
∂z2 −
∂2
∂y2 )vw       (2.1-b) 
  ∇2Ψ = −Ω,   avec 
  
 Ω = ∂W∂y −
∂V
∂z , V =
∂Ψ
∂z , W = −
∂Ψ
∂y      (2.1-c) 
Aux équations (2.1) il faut adjoindre un modèle des contraintes de Reynolds pour calculer, 
notamment, les deux contraintes de cisaillement longitudinal uw−  et  uv− , dans l’équation  
(2.1-a), et les composantes,   w
2,  v2 et  −vw qui contrôlent la vorticité des écoulements 
secondaires dans l’équation (2.1-b). Nous avons donc établi la formulation algébrique du modèle 
de Gibson & Rodi (1989) en l’adaptant aux écoulements tridimensionnels. Nous avons testé 
également le modèle  de Naot & Rodi (1982). Dans ce qui suit, nous présentons les versions 
algébriques du modèle de Gibson & Rodi (1989) puis du modèle de Naot & Rodi (1982). Quand 
au modèle de Celik & Rodi (1984), qui n’a été testé qu’aux écoulements développés parallèles, il 
sera présenté en détails lors de son application. 
 
2.2.2 Formulation algébrique du modèle de Gibson & Rodi (1989) 
 
Pour exprimer le champ de corrélation   uiu j  nous avons mis en œuvre une version algébrique du 
modèle de Gibson & Rodi (1989), fondée sur l’hypothèse de Launder (1971). Rappelons que cette 
hypothèse stipule qu’en écoulement turbulent pleinement développé et dans les conditions de 
l’équilibre local, le rapport   
uiu j / k est considéré peu variable et le transport des contraintes 
turbulentes   uiu j  est ainsi proportionnel au transport de l’énergie cinétique turbulente. Ceci 
conduit à exprimer l’équation de transport du tenseur de Reynolds sous la forme algébrique : 
  
ui u j
k
(Pε −1) =
Pij
ε +
Φij
ε −
2
3
δij         (2.2) 
Le terme de redistribution comprend les quatre  contributions introduites au chapitre 1 : 
  
Φij = pρ (
∂ui
∂x j
+ ∂u j∂xi
) = Φij,1 + Φ ij,2
(II) + Φ
ij,1S
(Sh) + Φ
ij,2S
(Sh)       (2.3) 
Le terme non linéaire   Φij,1 de retour à l’isotropie est modélisé suivant l’approche de Rotta (1.45)  
et pour le terme linéaire 
  
Φ
ij,2
(II )  on adopte la proposition simplifiée de Launder & al. (1.52). 
Les deux contributions 
  
Φ
ij,1S
(Sh ) + Φ
ij,2S
(Sh )  traduisant les  effets des parois et de la surface libre sont 
modélisés suivant l’approche de Shir (1.57). 
En explicitant les composantes du tenseur de Reynolds dans l’équation (2.2) et avec les modèles 
du terme de redistribution rappelés ci-dessus, nous obtenons les expressions regroupées dans le 
tableau 2.1. Dans ce tableau,   
) 
G = G / ε désigne toute grandeur G normalisée par le taux de 
dissipation. 
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Dans le tableau 2.1, les formulations des contraintes de cisaillement (2.4) ont été établies en 
négligeant les gradients des écoulements secondaires dans les expressions des composantes du 
tenseur de production  P12 et   P13 vis-à-vis des gradients de la vitesse longitudinale.  
Dans les expressions des fluctuations normales (2.5) et (2.7), les termes   Gv,ES et  Gw,ES 
traduisent les interactions entre les composantes du tenseur de Reynolds et les gradients des 
écoulements secondaires. Dans plusieurs études de modélisation, ces termes ont été omis. Dans le 
modèle de  Naot & Rodi (1989) ils ont été estimés par des approximations de type gradient. 
Dans les équations (2.4) à (2.9), la fonction f regroupe les effets de la paroi du fond et de la 
surface libre   (f = fwb + ffs ). En admettant que l’action de la surface libre est semblable à celle 
d’une paroi solide, Gibson & Rodi (1989) ont introduit pour  fwb et   ffs deux fonctions de 
proximités analogues (2.10) et (2.11). Dans ces expressions h est la demi-hauteur d’une conduite 
fermée ou le tirant d’eau d’un canal à ciel ouvert,  ξ = z / h  est la composante verticale 
adimensionnelle et a est une constante choisie de manière que  fwb soit égale à l’unité  dans la 
maille adjacente à la paroi (  a = κCμz,w−3/ 4  où  Cμz,w est la valeur de  Cμz à la paroi). Par contre, près 
de la surface libre où l’échelle de longueur  lest  de l’ordre de grandeur du tirant d’eau h, 
l’équation (2.11) conduit à de grandes valeurs  de  ffs. Pour tenir compte de l’effet 
d’amortissement de la fluctuation transversale de vitesse, à l’approche de la paroi latérale, nous 
avons introduit une fonction de proximité,  fwl, analogue aux expressions (2.10 et 2.11) et fonction 
de l’abscisse transversale non dimensionnelle  ζ = 2y / B, où B est la largeur du canal. Cette 
fonction (2.12) est établie de manière à assurer les mêmes effets de parois dans la zone de coin, 
délimitée par le tirant d’eau h (Figure 2.1) : 
 
h
h  
Figure 2.1  Demi section d’écoulement et zone d’action de la fonction   fwl 
 
Chapitre 2. Simulations d’écoulements secondaires dans des canaux avec des modèles algébriques du tenseur de Reynolds 
 
 
 
44 
Tableau 2.1 Formulation algébrique du modèle de Gibson & Rodi 
 
Composantes du tenseur de Reynolds 
  
−uv = Cμy k
2
ε
∂U
∂y    et   −uw = Cμz
k2
ε
∂U
∂z     (2.4-a) 
Avec 
  
Cμy =
1− C2 + 32 C2 ′ c 2fwl
C1 +
) 
P −1+ 3
2
′ c 1fwl
v2
k
    
 
Cμz =
1− C2 + 32 C2 ′ c 2f
C1 +
) 
P −1+ 3
2
′ c 1f
w2
k
     (2.4-b) 
ES,v
2
1wl221
2
wl11 Gfk
wc)]f2f(c1[PC
3
2)1C(
3
2
k
v)fc21PC( +′+−′++−=′+−+ ))   (2.5) 
]
y
Vk)]fc21(C1[
k
v]
z
Wk)fcC[(
k
w
]
y
Wk)fcC(
z
Vk)fcC2C1[(
k
vw[2G
wl22
2
22
2
22wl222ES,v
∂
∂
ε′−−+∂
∂
ε′−+
∂
∂
ε′−∂
∂
ε′+−−=
    (2.6) 
ES,wwl
2
1wl221
2
11 Gfk
vc)]f2f(c1[PC
3
2)1C(
3
2
k
w)fc21PC( +′+−′++−=′+−+ ))   (2.7) 
]
z
Wk)]fc21(C1[
k
w]
y
Vk)fcC[(
k
v
]
z
Vk)fcC(
y
Wk)fcC2C1[(
k
vw[2G
22
2
wl22
2
wl22222ES,w
∂
∂
ε′−−+∂
∂
ε′−+
∂
∂
ε′−∂
∂
ε′+−−=
    (2.8) 
  
−vw = C
μy
(vw) k2
ε
∂W
∂y + Cμz
(vw) k2
ε
∂V
∂z         (2.9-a) 
  
C
μy
(vw) =
1− C2 + 32 C2 ′ c 2(f + fwl )
C1 +
) 
P −1+ 3
2
′ c 1(f + fwl )
v2
k
 et 
  
C
μz
(vw) =
1− C2 + 32 C2 ′ c 2(f + fwl )
C1 +
) 
P −1+ 3
2
′ c 1(f + fwl )
w2
k
  (2.9-b) 
Fonctions de proximité 
  
fwb = lah ξ
−1(1− ξ)2 et   ξ = z / h         (2.10) 
  
ffs = lah ξ
2(1− ξ)−1          (2.11) 
  
fwl = lah g(ζ,h/b) avec   ζ =
2y
B
 et 
  
g = 0 si 0 ≤ ζ ≤1− h / b
g = b
h
(1− h / b − ζ)2
(1− ζ) si 1− h / b ≤ ζ ≤1
  (2.12) 
Équations de transport de k et ε 
  
V ∂k∂y + W
∂k
∂z =
∂
∂y (ck
v2
k
k2
ε
∂k
∂y ) +
∂
∂z (ck
w2
k
k2
ε
∂k
∂z ) + P − ε    (2.13) 
  
V ∂ε∂y + W
∂ε
∂z =
∂
∂y (cε
v2
k
k2
ε
∂ε
∂y ) +
∂
∂z (cε
w2
k
k2
ε
∂ε
∂z ) + Pε − Cε2
ε2
k
    (2.14) 
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Pour assurer la conformité avec les formulations algébriques, spécifiées pour les paramètres  Cμy  
et   Cμz , nous avons introduit dans les équations de transport de l’énergie cinétique turbulente et 
son taux de dissipation, des coefficients de diffusivité fonctions des composantes sphériques 
  v2 / k  et   w2 / k. Le taux de production de dissipation  Pε , dans l’équation (2.14), peut être exprimé 
soit par sa formulation standard (
 
Pε = Cε1 εk P) soit en considérant l’approche de Zeman & 
Lumley : 
  
Pε = 0.47 εk P + 3.9
ε2
k
bijbij
1+1.5 bijbij
        (2.15) 
Où   bij est le tenseur d’anisotropie :    
bij =
ui u j
k
− 2
3
δij      (2.16) 
 
Les constantes de l’équation (2.15) ont été ajustées pour mieux convenir à la formulation (2.3), 
adoptée pour le terme de redistribution (Gibson & Rodi, 1989). L’expression (2.15) permet de 
tenir compte de la production de ε  par les interactions turbulentes qui peuvent être significatives à 
l’approche de la surface libre. 
 
 Les valeurs des constantes du modèle qui apparaissent dans le tableau 2.1 sont regroupées dans le 
tableau 2.2  
 
Tableau 2.2 : Constantes de la version algébrique du modèle de Gibson & Rodi (1989) 
 
 
 
 
 
 
2.2.3 Autre formulation algébrique dérivée du modèle de Gibson & Rodi (1989) 
 
Partant de la formulation complète, présentée dans le tableau 2.1, nous avons établi une deuxième 
version du modèle que nous détaillons dans le tableau 2.3. Cette version est fondée sur deux 
hypothèses simplificatrices. En premier lieu, dans les expressions (2.4) des contraintes de 
cisaillement, nous admettons des valeurs constantes des paramètres   Cμy et  Cμz , soient 
  Cμy = Cμz = Cμ . Cette hypothèse a été appliquée également dans la formulation de la contrainte 
de cisaillement  −vw en considérant 
  
Cμy
(vw ) = Cμz
(vw ) = Cμ . La seconde hypothèse a été introduite par 
Naot & Rodi (1982) (voir tableau 2.5) et consiste à estimer les termes mettant en jeu les 
interactions entre les composantes du tenseur de Reynolds et les gradients des écoulements 
secondaires (  Gv,ES et  Gw,ES), par des approximations de type gradient : 
  
Gv,ES
(C1 +
) 
P −1+ 2 ′ c 1fwl )
= −2νt ∂V∂y    et   
Gw,ES
(C1 +
) 
P −1+ 2 ′ c 1f )
= −2νt ∂W∂z    (2.17) 
Dans ces approximations, la viscosité turbulente est prédéterminée suivant l’hypothèse de Prandtl-
Kolmogorov   ν t = Cμ(k2 / ε) en considérant une valeur constante de  Cμ . Dans ces conditions, 
l’énergie cinétique turbulente et son taux de dissipation sont calculés à partir de leurs équations de 
transport suivant le modèle standard (2.23) et (2.24). 
1C  2C  1c′  2c′  εc  kc  1Cε  2Cε  a 
1.8 0.6 0.5 0.3 0.18 0.22 1.45 1.90 4/3 w,zC
−μκ
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 Le tableau suivant regroupe les équations de cette adaptation simplifiée du modèle algébrique de 
Gibson & Rodi (1989). 
 
Tableau 2.3 : Adaptation simplifiée du modèle algébrique de Gibson & Rodi (1989) 
 
 
Dans les expressions des composantes normales (2.19) et (2.20) les fonctions de proximité sont 
les mêmes que dans la version complète (2.10), (2.11) et (2.12). Les constantes dans la 
formulation de ces composantes demeurent inchangées (Tableau 2.2) tandis que   Cμ ,  σk et σε , 
dans le tableau 2.3, prennent respectivement les valeurs standard 0.09, 1.225 et 1.225.  
 
 
2.2.4 Formulation algébrique du modèle de Naot & Rodi (1982) 
 
La modélisation du terme de redistribution, dans le modèle de Naot & Rodi (1982), reprend la 
formulation de Launder, Reece & Rodi (1975) en y ajoutant la partie non linéaire Φij,1S(Sh )  de Shir 
(1973) pour rendre compte des effets réfléchis de la surface libre. En considérant les 
modélisations de chaque contribution, introduites dans le tableau 1.1, la formulation du terme de 
corrélation pression - déformation est donnée par : 
  
Φij = pr (
∂ui
∂x j
+ ∂u j∂xi
) = Φij,1 + Φ ij,2
(I ) + (Φij,p + Φij,1S(Sh) )      (2.25) 
Pour aboutir aux formulations algébriques des contraintes turbulentes, Naot & Rodi s’appuient sur 
l’hypothèse de l’équilibre local de turbulence (  P / ε =1) qui se traduit par un équilibre entre le 
transport convectif et diffusif, des composantes du tenseur de Reynolds : 
0PdC ijijijijij =ε−Φ+=−          (2.26) 
Composantes du tenseur de Reynolds 
  
−uv = Cμ k
2
ε
∂U
∂y     ;    −uw = Cμ
k2
ε
∂U
∂z         (2.18) 
  
v2
k
=
2
3
(C1 −1) + 23 C2
) 
P [1+ ′ c 2(f − 2fwl )] + ′ c 1 w
2
k
f
(C1 +
) 
P −1+ 2 ′ c 1fwl )
− 2νt ∂V∂y     (2.19) 
  
w2
k
=
2
3
(C1 −1) + 23 C2
) 
P [1+ ′ c 2(fwl − 2f )]+ ′ c 1 v
2
k
fwl
(C1 +
) 
P −1+ 2 ′ c 1f )
− 2νt ∂W∂z      (2.20) 
  
−vw = Cμ k
2
ε (
∂V
∂z +
∂W
∂y )         (2.21) 
 
  
νt = Cμ k
2
ε            (2.22) 
Equations de transport de k et ε  
  
V ∂k∂y + W
∂k
∂z =
∂
∂y (
ν t
σk
∂k
∂y ) +
∂
∂z (
ν t
σk
∂k
∂z ) + P − ε       (2.23) 
  
V ∂ε∂y + W
∂ε
∂z =
∂
∂y (
ν t
σε
∂ε
∂y ) +
∂
∂z (
ν t
σε
∂ε
∂z ) + Pε − Cε2
ε2
k
     (2.24) 
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Dans ces conditions et tenant compte des modélisations du tableau 1.1, l’équation (2.26) conduit 
à l’expression :  
0f)uu
2
3uu
2
3u(
k
c
]k)c1(
3
2uuc[
k
)(P
3
2)
x
U
x
U(kDP)1(
)Sh(
S1,ij
snijnnjinij
2
n3
ij3ji3ij
i
j
j
i
ijij
=δ−δ−δε′+
δ−+ε−β+αδ+∂
∂+∂
∂γ−β−α−
Φ
4444444 34444444 21
 (2.27)  
Avec les relations : 
w2 fc0.7636 ′−=α ,     β = 0.1091+ ′ c 2 fw ,    c3 = C1 − ′ c 1 fw,  et  γ = 0.182   (2.28) 
Les constantes 0.7636, 0.1091 et 0.182, correspondent aux coefficients présents dans l’équation 
(1.50) quand on affecte à   ′ C 2 sa valeur 0.4. Les valeurs de  ′ c 1 , ′ c 2 et ′ c 3 sont indiquées dans le 
tableau 2.4. 
Dans le terme   Φij,1S
(Sh ) de l’équation (2.27), n désigne la normale à la surface libre. Pour déduire, de 
l’équation (2.27), les expressions de chaque composante du tenseur de Reynolds, Naot & Rodi  
considèrent une seconde hypothèse. Elle consiste à négliger les gradients des écoulements 
secondaires devant ceux de la vitesse longitudinale. Suivant ces deux  hypothèses la production P 
est remplacée, dans l’équation (2.27), par le taux de dissipation turbulente ε et  les expressions 
des composantes   v
2,w2 et − vw, qui contrôlent la vorticité des écoulements secondaires, sont 
reportées dans le tableau 2.5. Dans les formulations de ces composantes, les termes mettant en jeu 
la viscosité turbulente ν t  on été introduits pour tenir compte des interactions entre les 
composantes du tenseur de Reynolds et les gradients des écoulements secondaires. 
Pour les contraintes de cisaillement  −uv et − uw, Naot & Rodi adoptent un modèle de viscosité 
turbulente, pour lequel ils introduisent des paramètres  Cμy  et  Cμz , fonctions de la fonction de 
surface   fs et assurant la décroissance de la viscosité turbulente à l’approche de la surface libre. 
Dans les équations (2.29) à (2.33), fw et fs  sont, respectivement, la fonction de proximité de la 
paroi du fond et de la surface libre. Naot & Rodi ont observé que la fonction de paroi, proposée 
par Launder & al. (1975) et donnée par l’équation (1.54), prend des valeurs trop importantes au 
centre de l’écoulement, (0.8 fois sa valeur à la paroi). Pour réduire cette influence, ils ont proposé 
d’exprimer   fw par une  relation quadratique (2.34) de même que la fonction de surface (2.35).  
Dans les expressions (2.36),  Cμz,w est la valeur à la paroi du paramètre   Cμz ,   yw est la distance 
moyenne aux parois solides et   ysest la distance moyenne à la surface libre. Les valeurs moyennes 
de l’inverse des carrés de ces distances sont déterminées à partir des relations (2.37).  
Les valeurs des constantes apparues dans les équations du modèle sont rassemblées dans le 
tableau 2.4. 
 
Tableau 2.4 : Constantes du modèle de Naot & Rodi (1982) 
 
 
 
 
 
1C  2C′  1c′  2c′  3c′  μC  kσ  εσ  1Cε  2Cε  
1.5 0.4 0.5 0.06 0.1 0.09 1.225 1.225 1.44 1.92 
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Tableau 2.5 : Formulation algébrique du modèle de Naot & Rodi (1982) 
 
Composantes du tenseur de Reynolds 
z
UkCuw
2
z ∂
∂
ε=− μ    
  
Cμz = c3
c3 + 32 ′ c 3fs
c3
c3 + 2 ′ c 3fs
Cμ    (2.29) 
y
UkCuv
2
y ∂
∂
ε=− μ      
Cμy =
c3 + 52 ′ c 3fs
c3 + 2 ′ c 3fs
Cμ      (2.30) 
y
VkC2)]
z
Uuw
y
Uuv(
k
wfc)1c
2
1(
3
2[
c
kv
22
s33
3
2
∂
∂
ε−∂
∂−∂
∂
ε
β+′+−+β−α= μ   (2.31) 
z
WkC2)]
y
Uuv
z
Uuw()1c
2
1(
3
2[
fc2c
kw
2
3
s33
2
∂
∂
ε−∂
∂−∂
∂
ε
β+−+β−α′+= μ   (2.32) 
)
y
W
z
V(kC)
y
Uuw
z
Uuv(k
)fc
2
3c(
vw
2
s33
∂
∂+∂
∂
ε+∂
∂+∂
∂
ε′+
β−=− μ     (2.33) 
w2 fc0.7636 ′−=α ,      β = 0.1091+ ′ c 2 fw ,    c3 = C1 − ′ c 1 fw, 
 
Fonctions de proximité 
  
fw = ( lCwdw
)2          (2.34) 
  
fs = ( lCwds + 0.16l
)2           (2.35) 
Où    Cw = κCμz,w−3/ 4  ;  
  
dw =< 1
yw
2
>−0.5   et    
 
ds =< 1
ys
2
>−0.5     (2.36) 
  
< 1
yw
2
>= 2π
δθ
sw
2θw
∫    et   
  
< 1
ys
2
>= 2π
δθ
ss
2θs
∫        (2.37)  
  θw ,   θs ,   Sw et   Ss sont définis sur la figure 2.2. 
 
Figure 2.2   Paramètres de calcul de la distance moyenne à la paroi et la surface libre. 
 
Équations de transport de k et ε  
  
V ∂k∂y + W
∂k
∂z =
∂
∂y (
ν t
σk
∂k
∂y ) +
∂
∂z (
ν t
σk
∂k
∂z ) + P − ε       (2.38) 
  
V ∂ε∂y + W
∂ε
∂z =
∂
∂y (
ν t
σε
∂ε
∂y ) +
∂
∂z (
ν t
σε
∂ε
∂z ) + Pε − Cε2
ε2
k
     (2.39) 
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2.3 Applications au calcul d’écoulements développés parallèles  
 
Dans cette première partie, l’objectif est d’analyser et de comparer la capacité des modèles que 
nous avons recensés à prédire les contraintes de Reynolds dans des écoulements à surface libre ou 
en charge lorsque l’effet des écoulements secondaires est négligeable. Par conséquent, nous ne 
considérons que des écoulements parallèles et unidimensionnels, 1-D verticaux, (U=U(z), 
V=W=0), les champs de vitesse moyenne et du tenseur de Reynolds n’étant fonction que de 
l’ordonnée verticale z.  
 
2.3.1 Formulation des modèles algébriques en écoulement 1D vertical 
 
Dans ces conditions, et en ne considérant que la zone d’écoulement limité au bas de la zone de 
recouvrement logarithmique où la contrainte visqueuse de cisaillement est négligeable vis-à-vis de 
la contrainte turbulente, l’équation de bilan de quantité de mouvement longitudinale (1.7) se 
réduit à : 
  
τxz
ρu∗2 = −
uw
u∗2
=1− ξ           (2.40) 
Rappelons que l’on a posé  
  
ξ = z
h
 et que la vitesse de frottement est donnée par :  
chargeen  écoulementen  hJu
libre surface à écoulementen  ghIu
0
*
*
=
=
       (2.41) 
  I = sinβ est la pente du canal à surface libre et 
 
J0 = − 1ρ
∂P
∂x  la perte de pression dans le canal en 
charge.  
L’équation (2.40) doit être complétée par un modèle de turbulence et nous explicitons maintenant 
les différents modèles de turbulence que nous avons mis en œuvre pour simuler des écoulements 
1-D verticaux à surface libre et en charge. 
a) Le modèle de Naot & Rodi (NR), 1982 
Dans le modèle de Naot & Rodi (1982), la contrainte de cisaillement  −uw est modélisée suivant 
les relations (2.29). L’énergie cinétique turbulente et le taux de dissipation sont calculés par leurs 
équations de transport suivant le modèle standard :  
  
∂
∂z (
ν t
σk
∂k
∂z ) = −P + ε          (2.42) 
  
∂
∂z (
ν t
σε
∂ε
∂z ) = −Cε1
ε
k
P + Cε2 ε
2
k
        (2.43) 
La viscosité turbulente est donnée par  ν t = Cμ(k2 / ε) avec  Cμ = 0.09. 
Les composantes normales (2.31) et (2.32), du tenseur de Reynolds, en écoulement parallèle se 
réduisent aux formulations :  
  
v2 = k
c3
[2
3
(α − 1
2
β + c3 −1) + ′ c 3fs w
2
k
− βε (uw
∂U
∂z )]       (2.44-a) 
  
w2 = k
c3 + 2 ′ c 3fs
[2
3
(α − 1
2
β + c3 −1) + βε (uw
∂U
∂z )]        (2.44-b)  
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La composante longitudinale est calculée à partir de l’énergie cinétique k :  
  u
2 = 2k − (v2 + w2 )          (2.45) 
Les fonctions de proximité sont données par les équations (2.34 et 2.35), où  dw et   ds représentent 
respectivement, la distance à la paroi du fond et à la surface libre. Les valeurs des constantes du 
modèle sont indiquées dans le tableau 2.4.  
b) Le modèle de Celik & Rodi (CR), 1984 
Le modèle de Celik & Rodi (1984) n’a fait l’objet que d’applications en écoulements développés 
parallèles. Comme le montre le tableau1.1, ce modèle admet la même formulation du terme de 
redistribution (2.3) que le modèle de Gibson & Rodi, présenté ci-dessus. La différence entre ces 
deux modèles réside dans le choix des fonctions de proximité, mais également dans les 
hypothèses de passage aux formulations algébriques. En effet, dans la résolution de l’équation de 
transport des contraintes pour exprimer les composantes du tenseur de Reynolds, Celik & Rodi 
font l’hypothèse de l’équilibre entre les termes de transport convectif et diffusif, dans l’équation 
de la contrainte de cisaillement   −uw comme indiqué par (1.65). Par contre, dans les équations 
des composantes normales, ils admettent que  uiu j / k est constant et qu’en conséquence le 
transport  est proportionnel au transport de k (approche 1.64). Ces considérations conduisent, en 
écoulement 1D parallèle, aux formulations suivantes : 
  
w2
k
(C1 −1+
) 
P + 2 ′ c 1f) = 23 (C1 −1) +
2
3
C2
) 
P (1− 2 ′ c 2f)      (2.46-a) 
  
v2
k
(C1 +
) 
P −1) = 2
3
(C1 −1) + 23 C2
) 
P (1+ ′ c 2f) + ′ c 1 w
2
k
f      (2.46-b) 
  
uw
k
(C1 + 32 ′ c 1f) =
) 
P 13(1− C2 + 32 C2 ′ c 2f)        (2.46-c) 
Sachant que pour un écoulement 1D vertical, le terme de production  P13 est réduit à l’expression :      
  
P13 = −w2 ∂U∂z            (2.47) 
Suivant l’équation (2.46-a)  la contrainte de cisaillement est donnée par : 
  
−uw = ν tz ∂U∂z   avec  νtz = Cμz
k2
ε         (2.48-a) 
  
Cμz =
1− C2 + 32 C2 ′ c 2f
C1 + 32 ′ c 1f
w2
k
         (2.48-b) 
En reportant l’expression (2.46-a) des fluctuations verticales dans (2.48-b), Celik & Rodi écrivent 
  Cμz  sous la forme : 
  Cμz = FμG1G2           (2.49-a) 
Avec : 
  
G1 = (1+ 32
C2 ′ c 2f
1− C2
) /(1+ 3
2
′ c 1f
C1
)         (2.49-b) 
  
G2 = (1− 2C2 ′ c 2
) 
P f
C1 −1+ C2
) 
P 
) /(1+ 2 ′ c 1f
C1 −1+
) 
P 
)             (2.49-c) 
  
Fμ = 23
1− C2
C1
C1 −1+ C2
) 
P 
C1 −1+
) 
P 
         (2.49-d) 
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Le modèle défini par les équations (2.48) et (2.49) sous estime la contrainte de cisaillement et en 
conséquence la production de turbulence notamment dans la zone de paroi. Pour pallier ce défaut 
Celik & Rodi ajustent les valeurs de  Cμz  en adoptant une valeur constante de   Fμ au lieu de 
l’expression (2.49-d). En prenant   Fμ = 0.09, la valeur standard 09.0CC z == μμ  est atteinte dans 
la zone loin des frontières là où la fonction  f  tend vers zéro et par suite  G1 ≈ G2 ≈1. 
Dans l’équation de l’ECT et du taux de dissipation, les termes de diffusion sont exprimés suivant 
le modèle de Chou (1.39-a) et les termes de production et destruction dans l’équation du taux de 
dissipation correspondent au modèle standard : 
  
∂
∂z (ck
w2
k
k2
ε
∂k
∂z ) = −P + ε          (2.50-a) 
  
∂
∂z (cε
w2
k
k2
ε
∂ε
∂z ) = −Cε1
ε
k
P + Cε2 ε
2
k
       (2.50-b) 
Où   cε et cksont des constantes du modèle, définies dans le tableau 2.6. 
La formulation de la fonction f de Celik & Rodi (1984) regroupe les effets dus à la présence de la 
paroi du fond et ceux dus à la présence de la surface libre sous la forme : 
  
f = l
Cwz
fw =fonction de paroi
{
+ ( l
Cw
) /(h − z + 0.04 ks
3/ 2
εs
)
fs=fonction de surface
1 2 4 4 4 4 3 4 4 4 4 
      (2.51) 
Où,   Cw = κCμz,w−3/ 4  pour assurer la valeur  fw =1 à la paroi,  Cμz,w  est la valeur de   Cμz  à la paroi du 
fond, z est la distance normale à cette paroi et  kset  εs sont les valeurs de k et ε à la surface libre. 
Dans l’équation (2.51), les effets de proximités de la paroi et de la surface libre ont été traités 
d’une manière analogue. Pour la fonction de surface libre sf , les auteurs ont introduit le terme 
)/k(04.0 s
2/3
s ε  pour imposer à cette fonction une valeur finie assurant le comportement, de la 
composante verticale *u/w , mesuré par Nakagawa & al. (1975). Cette proposition contredit la 
tendance imposée par la fonction de surface libre (2.11), de Gibson & Rodi, où fsf  admet des 
valeurs infinies quand z tend vers h. En effet, si l’on examine l’expression algébrique relative à la 
composante w, (équation 2.46-a), on constate que dans la zone de paroi, où l’équilibre 
production/dissipation règne et la fonction 1f w = , les constantes du modèle (tableau 2.6) ont été 
fixées pour assurer, à la paroi, la valeur asymptotique standard 255.0k/w 2 = . A l’approche de la 
surface libre, le rapport   P / ε tend vers zéro et l’équation (2.46-a) indique que des valeurs infinies 
de f sont nécessaires pour amortir k/w 2 . 
 
Tableaux 2.6 : Constantes du modèle de Celik & Rodi (1984) 
 
1C  2C  1c′  2c′  εc  kc  1Cε  2Cε  κ 
1.8 0.6 0.5 0.3 0.18 0.18 1.44 1.92 0.42 
c) Modèle de Gibson & Rodi (GR), 1989 
Les composantes normales du tenseur de Reynolds sont données par les équations (2.46) comme 
dans le modèle de Celik & Rodi. 
La contrainte de cisaillement s’exprime également par les équations (2.48-a) avec une expression 
légèrement différente de   Cμz  comparativement à (2.48-b). En adoptant l’écriture de Celik & Rodi,  
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  Cμz  peut se mettre sous la forme : 
21z GGFC ′′= μμ           (2.52-a) 
Avec : 
  
′ G 1 = (1+ 32
C2 ′ c 2f
1− C2
)/(1+ 3
2
′ c 1f
C1 −1+
) 
P 
)        (2.52-b) 
  
′ F μ = 23
1− c2
c1 −1+
) 
P 
c1 −1+ c2
) 
P 
c1 −1+
) 
P 
          (2.52-c) 
Rappelons que la fonction de proximité de surface,  f = fwb + ffs , est donnée par les équations 
(2.10 et 2.11). 
Enfin Gibson & Rodi adoptent la modélisation de Zeman & Lumley (1.43) pour améliorer la 
modélisation du terme de production dans l’équation de transport de la dissipation dans le 
voisinage de la surface libre qui s’écrit alors : 
  
∂
∂z (cε
w2
k
k2
ε
∂ε
∂z ) + 0.47
ε
k
P + 3.9 ε
2
k
bijbij
1+1.5 bijbij
− Cε2 ε
2
k
= 0    (2.53) 
Où   bij est le tenseur d’anisotropie :     
bij =
ui u j
k
− 2
3
δij      (2.54) 
Les valeurs des constantes relatives au modèle de Gibson & Rodi sont présentées dans le     
tableau 2.2. 
d) Solution asymptotique du modèle de Gibson & Rodi dans le voisinage de la paroi et de la 
surface libre (SAGR) 
 
En se référant à la formulation algébrique du modèle de Gibson & Rodi, Labiod & Masbernat 
(2004) ont établi des solutions asymptotiques du comportement de 22 u/u ∗  et 2*2 u/w  dans la 
zone de paroi et dans le voisinage de la surface libre. Dans la zone de paroi, ils considèrent 
l’hypothèse de l’équilibre local production-dissipation, alors qu’au voisinage de la surface libre, 
une hypothèse de quasi équilibre diffusion-dissipation à échelle de longueur constante est adoptée.  
Nous rappelons ci-dessous les principaux résultats de cette étude dont on trouvera l’exposé 
détaillé dans Labiod (2005).  
Zone de paroi d'équilibre production dissipation 
Dans cette zone, qui correspond également à la zone logarithmique de vitesse, l’ECT et le taux de 
dissipation sont donnés par : 
  
k
u∗2
= 1+ RP
Cμ
(− uw
u*2
)          (2.55) 
)
u
uw()R1(1
u
Z
2*P3 −+κ=
ε
∗
         (2.56) 
Le rapport de cisaillement 
  
RP = (∂U∂y /
∂U
∂Z )
2  représente le rapport entre la production de 
turbulence par cisaillement transversal à la production par cisaillement longitudinal. En 
écoulement 1D vertical, il est nul. En écoulement non parallèle dû à un gradient de rugosité du 
fond du canal, le coefficient   RP  dans la zone logarithmique de vitesse s’exprime en fonction des 
gradients transversaux de la vitesse de frottement à la paroi du fond et de la fonction de rugosité : 
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RP = κ2(2hB )
2[U+ + 1κ )
1
u∗
∂u∗
∂ζ +
∂C
∂ζ )]
2 ξ2       (2.57) 
Les expressions (2.56) et (2.57) permettent d’exprimer l'échelle de longueur   l = k3/ 2 / ε par :  
  
l / h = κCμ−3/ 4(1+ RP )−0.25ξ (− uw
u*2
)0.5       (2.58) 
Zone de faible production de turbulence au voisinage de la surface libre 
La solution, dans cette zone, repose sur l’hypothèse de quasi équilibre diffusion-dissipation. Une 
conséquence de cette hypothèse est que l’échelle de longueur  l  est quasiment constante au 
voisinage de la surface libre, ce qui conduit aux expressions suivantes du taux de dissipation et de 
la viscosité turbulente : 
  
l = k
3/ 2
ε = lS =
kS
3/ 2
εS
   d’où   
  
ε = k
3/ 2
lS
       (2.59) 
  
ν t = Cμ k
2
ε = CμlSk
0.5         (2.60) 
L’indice S désigne les valeurs prises, à la surface libre, par les différentes grandeurs. Dans le cas 
d'un écoulement 1D vertical, la production de turbulence dans le voisinage de la surface libre 
s'exprime sous la forme : 
2
22 )u
uw(
kC
1P ∗+μ
−=)           (2.61) 
La résolution analytique de l’équation de l’ECT, conduit aux solutions suivantes : 
  
k+ = k
u∗2
= kS+ ′ B ch(2αdη) +1− ′ B + 2αd2(1− ′ B )η2[ ]2 / 3     (2.62) 
  
ε+ = εh
u∗3
= kS
+3/ 2
l s+
′ B ch(2αdη) +1− ′ B + 2αd2(1− ′ B )η2[ ]     (2.63) 
  
ν t+ = ν t
u∗h
= CμlS+k+0.5 = CμlS+kS+0.5 ′ B ch(2αdη) +1− ′ B + 2αd2(1− ′ B )η2[ ]1/ 3  (2.64) 
Où, 
  
lS+ = lSh ,  kS
+ = kS
u∗2
,  η = 1− ξ
lS+
, 
 
αd = 12
3
2
σk
Cμ
     (2.65) 
  
′ B =1− 4
3σk
lS+2
kS
+2           (2.66) 
 
2.3.2 Conditions aux limites 
 
Les conditions aux limites portent sur U, k et ε ; elles sont exprimées à la paroi du fond, à la 
surface libre ou le long de l’axe de symétrie de la conduite. 
a) Conditions à la paroi  
La condition limite au voisinage de la paroi est spécifiée à une distance z de la paroi, telle que 
  30 < Z+ = u*z / ν < 200 ; dans cette zone, l’équilibre local production – dissipation est réalisé et la 
vitesse obéit à la loi logarithmique : 
  
U+ = U / u∗ = 1κ Ln(Z
+ ) + C(KS+ )           (2.67) 
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⎪⎩
⎪⎨
⎧
κ−=
==
+−+
+
)Ln(K5.8)C(Krugueux  pleinement Régime
5.5 à 5C)C(K : lisse Régime
 Avec
S
1
S
SS     (2.68) 
Dans l’équation (2.68), ν= ∗+ /uKK Ss  est le nombre de rugosité et SK la rugosité équivalente du 
fond.  
L’énergie cinétique turbulente k et son taux de dissipation ε, sont exprimés au même point de 
calcul par :  
  k = Cμw−0.5u∗2  et   ε = u∗3 / κ z         (2.69) 
b) Conditions sur l’axe de symétrie d’une conduite en charge 
 
Le long de l’axe de symétrie de la conduite, les gradients normaux de U, k et ε sont nuls :  
  
∂U
∂n =
∂k
∂n =
∂ε
∂n = 0 (n étant la direction normale à l’axe)     (2.70) 
c) Conditions à la surface libre 
 
En l’absence de contraintes de cisaillement, induites par un flux d’air à l’interface, la surface libre 
peut être considérée comme un plan de symétrie, et les conditions limites spécifiées dans (2.70) 
peuvent être appliquées. Cette hypothèse ne constitue qu’une approximation. En effet, Hossain & 
Rodi ont remarqué que la présence de la surface libre réduit l’échelle de longueur turbulente et 
augmente, ainsi, le taux de dissipation. Par suite, la condition de symétrie ne peut être appliquée 
au taux de dissipation ε. Ils proposent, alors, une condition qui s’exprime pour un écoulement 1D 
vertical par :   
)ha/1(kC ,hz 23s
431
s ′κ=ε= μ−         (2.71) 
Où a’ est une constante,   kset   εs sont respectivement, les valeurs de l’énergie cinétique turbulente 
et de son taux de dissipation à la surface libre. Cette condition impose la valeur de l’échelle de 
longueur à la surface libre. 
Celik & Rodi, (1984), imposent une condition analogue à (2.71): 
ha/k 2/3ss ′=ε           (2.72) 
Par contre, Gibson & Rodi (1989) traduisent l’effet de la surface libre sur le taux de dissipation et 
l’échelle de longueur par la modélisation du terme de production du taux de dissipation   Pε  suivant 
la proposition de Zeman & Lumley, Dans cette approche, les conditions (2.70) sont imposées à la 
surface. 
 
2.3.3 Etude d’un écoulement 1D vertical à surface libre 
 
Nous avons choisi de simuler les expériences de Nezu & Rodi (1986) dans un écoulement à 
surface libre en canal rectangulaire à parois lisses. Ce canal présente un rapport de forme B/h=6, 
et dans la zone centrale les mouvements secondaires sont négligeables et l’on peut admettre que 
l’écoulement est 1D-vertical. Nous indiquons dans le tableau 2.7 les caractéristiques 
hydrodynamiques relatives à l’essai (P3) de Nezu & Rodi qui sont définies par rapport à la vitesse 
débitante au centre du canal. 
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Tableau 2.7 : Caractéristiques hydrodynamiques de l’essai (P3) 
 
Essai h (m)   <U> (m/s) I  Re =< U > h / ν   Fr =< U > / gh    u* = ghI
(P3) 0.1 0.47 0.00049 47.103 0.475 0.022 
 
Nous avons d’abord mis en œuvre les trois modèles dans leur formulation complète puis nous 
avons procédé à des ajustements pour améliorer notamment la prédiction des contraintes de 
Reynolds. 
a) Application des formulations complètes des modèles 
Nous désignons par NR, CR, GR et SAGR les résultats des simulations réalisées, respectivement,  
par les modèles de Naot & Rodi (1982), Celik & Rodi (1984), Gibson & Rodi (1989) et la 
solution asymptotique relative à ce dernier. Dans le tableau 2.8, nous résumons les conditions de 
ces simulations. 
 
Tableau 2.8 : Conditions des simulations par les approches complètes NR, CR, GR et SAGR 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sur la figure 2.3, nous présentons l’évolution des profils des composantes normales du tenseur de 
Reynolds ainsi que de la contrainte de cisaillement. Ces résultats sont normalisés par la vitesse de 
frottement et exprimés en fonction de l’ordonnée adimensionnelle  ξ = z / h . Les prédictions de 
l’essai (P3) ont été comparées également aux résultats de l’essai (P4) des expériences de Nezu & 
Rodi (1986) ainsi qu’aux profils mesurés par Labiod 2005, dans l’axe d’un écoulement au-dessus 
d’un fond de rugosité uniforme (Essai E0). 
Les modèles reproduisent l’évolution linéaire de la contrainte de cisaillement 2*u/uw−        
(figure 2.3-c). Sur les figures 2.3-a et 2.3-b, nous notons une sous-estimation de 22 u/u ∗   et de 
22 u/w ∗  par les modèles NR et GR. Par contre, le modèle CR et la solution asymptotique SAGR 
prédisent correctement l’intensité des fluctuations longitudinales. Ceci est dû aux plus faibles 
valeurs que prend   Cμz  notamment dans la zone de paroi comme l’indique la figure 2.4-a. 
Simulations Formulation de  Cμz  Considérations spécifiques sur ε
NR 
 
Cμz = c3
c3 + 32 ′ c 3fs
c3
c3 + 2 ′ c 3fs
Cμ  
avec  Cμ = 0.09 
C.L de  Hossain & Rodi 
 εs = κ−1Cμ
3 4ks
3 2(1/0.2h) 
CR 
  Cμz = FμG1G2  
avec  
  
Fμ = 23
1− C2
C1
C1 −1+ C2
) 
P 
C1 −1+
) 
P 
h18.0/k 2/3ss =ε  
GR-1 Symétrie : 
  
∂ε
∂z = 0 
GR-2 
21z GGFC ′′= μμ  
avec 
  
′ F μ = 23
1− c2
c1 −1+
) 
P 
c1 −1+ c2
) 
P 
c1 −1+
) 
P 
 Symétrie :   
∂ε
∂z = 0  
et Zeman & Lumley (2.53) 
SAGR   Cμz = Cμ = 0.05 -- 
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Toutefois, malgré la bonne prédiction de  u2 / u*2, le modèle CR présente une forte sous 
estimation de 
  
w2 / u∗2 dans la zone de paroi contrairement à la solution asymptotique SAGR. 
Cette différence ne peut être attribuée qu’à la différence entre les expressions des fonctions de 
paroi.  
 
     
 
Figure 2.3 Profils des contraintes de Reynolds : (a) composante longitudinale, 
 (b) composante verticale, (c) contrainte de cisaillement 
 
Sur la figure 2.4-b sont représentées les distributions verticales des différentes fonctions de 
surfaces. A la paroi, f admet la valeur unité pour toutes les approches. En s’éloignant de celle-ci, 
la fonction linéaire de CR traduit, par ces fortes valeurs, une contribution de l’effet de paroi même 
au cœur de l’écoulement. Cette contribution est moins prononcée par les fonctions quadratiques 
de NR et encore moins en considérant la formulation de f dans GR. A l’approche de la surface 
libre, la fonction f du modèle GR admet les plus fortes valeurs, par contre celle du modèle CR en 
présente le plus faible niveau. Ceci est dû au terme additionnel  0.04(ks
3/ 2 / εs ), imposé dans la 
fonction de surface libre du modèle CR. 
En examinant les formulations de   Cμz , dans CR (2.49) et GR (2.52), nous remarquons que dans la 
zone de paroi, d’équilibre production - dissipation, ce sont les écarts entre les fonctions de 
proximité qui contrôlent les écarts observés sur les valeurs de  Cμz  (figure 2.4-a). D’ailleurs, sur la 
figure 2.4-b, nous constatons bien que dans cette zone le modèle CR présente une fonction de 
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proximité plus importante que celle dans GR. Ceci se traduit, sur la figure 2.4-a, par des valeurs 
plus faibles de   Cμz . 
 
 
Figure 2.4  Profils, (a) du paramètre  Cμz , (b) de la fonction de proximité f 
 
 
Figure 2.5  Contribution des fluctuations normales à l’énergie cinétique turbulente 
 
La figure 2.5 illustre la redistribution de l’énergie cinétique turbulente k entre les deux 
composantes longitudinale   u2  et verticale  w2 , du tenseur de Reynolds. Les prédictions sont 
comparées aux résultats numériques (G&R 89) de Gibson & Rodi (1989), ainsi qu’aux mesures de 
Nakagawa & al. (1975).  
Toutes les simulations assurent, à la paroi, les valeurs standard   w2 / k ≈ 0.25 et   u2 / k ≈1.1. Dans 
la zone   ξ < 0.6, alors que les prédictions de  u2 / k , par les modèles GR, NR et SAGR, rejoignent 
la solution numérique G&R 89, la simulation CR traduit une redistribution de k assez différente. 
Ceci est dû aux différences entre les fonctions de proximité et confirme leur influence sur le 
processus de redistribution. Dans cette zone, les profils de  w2 / k sont plus distincts en particulier 
pour NR et SAGR où le décalage traduit une différence d’anisotropie entre les contraintes 
verticales et transversales. 
À l’approche de la surface libre, le fait le plus marquant est le décalage observé dans le profil de 
  w2 / k, simulé dans NR. L’équation (2.44-b) montre que dans cette zone, où la fonction de paroi 
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  fw et le gradient vertical de vitesse longitudinale deviennent négligeables, le niveau de  w
2 / k 
n’est contrôlé que par la fonction de surface  fs. Cette équation et le profil de la fonction 
correspondante f, tracé sur la figure 2.4-b, confirment cette tendance. La décroissance observée 
sur les profils de   w2 / k, simulés dans GR-1 et GR-2, à l’approche de la surface libre, où le 
rapport   P / ε devient négligeable, est également contrôlée par la fonction de surface   ffs. 
Sur la figure 2.6, nous présentons l’évolution verticale de l’échelle de longueur ainsi que de la 
viscosité turbulente. Dans la zone de paroi, la figure 2.6-a montre que l’échelle de longueur est 
inversement proportionnelle au niveau du paramètre  Cμz . Cette influence de   Cμz , à travers 
l’énergie cinétique turbulente k, sur l’échelle de longueur  l , diminue en se rapprochant de la 
surface libre. 
 
    
Figure 2.6  Profils verticaux : (a) de l’échelle de longueur ; (b) de la viscosité turbulente 
 
Considérons les deux simulations GR-1 et GR-2 dans lesquels le terme de production de 
dissipation   Pε  est exprimé, respectivement, par la formulation standard P)k/(CP 1 ε= εε  et selon 
l’approche de Zeman & Lumley (2.53). La figure 2.6-a montre qu’avec cette dernière, dans la 
zone de surface, le taux de dissipation augmente entraînant une baisse de l’énergie cinétique 
turbulente à l’origine de la diminution de l’échelle de longueur dans cette zone.  Les modèles NR 
et CR avec respectivement les conditions limites (2.71) et (2.72), assurent, la diminution de 
l’échelle de longueur au voisinage de la surface libre. Nous notons aussi que le modèle CR 
reproduit correctement le comportement de  l , observé dans les expériences de Nezu & Rodi. 
Les profils verticaux de la viscosité turbulente, tracés sur la figure 2.6-b, montrent que pour les 
deux simulations GR-1 et GR-2, la viscosité turbulente  ν t  diminue à l’approche de la surface 
libre. Dans GR-1, cette décroissance est due à la diminution de  Cμz  et prouve que même en 
l’absence de conditions spécifiques sur le taux de dissipation, pour réduire l’échelle de longueur 
turbulente, l’évolution de  Cμz  peut contrôler la diminution de  νt , à l’approche de la surface libre. 
Sur les profils correspondant aux simulations GR-2, NR et CR, la décroissance de   νt est due à la 
diminution, d’une part de  Cμz  (figure 2.4-a) et d’autre part de l’échelle de longueur turbulente 
(figure 2.6-a).  
Dans la solution asymptotique (SAGR), l’échelle de longueur est constante dans la zone de 
surface, et par conséquent la distribution de la viscosité turbulente ne présente pas cette 
décroissance.   
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b) Ajustements des modèles 
Ces ajustements ont pour objectif de restituer le bon niveau de turbulence. La solution 
asymptotique SAGR nous a montré qu’un  Cμ  qui approche la valeur 0.05 est nécessaire pour 
reproduire le niveau de turbulence observé dans les mesures expérimentales. Pour assurer ce 
niveau, Celik & Rodi (1984) ont considéré dans l’expression (2.49-a)  de   Cμz  une valeur 
constante de   Fμ au lieu de la formulation algébrique (2.49-d). Nous avons adopté cette approche 
dans la formulation de   Cμz  (2.52-a) du modèle de Gibson & Rodi (GR). Pour ce dernier, nous 
avons testé aussi l’approche à   Cμz  constant, adopté dans la solution asymptotique SAGR. Pour le 
modèle NR, nous avons fixé, dans l’équation de  Cμz  (2.29), le paramètre   Cμ  à la valeur 0.05. 
Dans le tableau 2.9 nous résumons les conditions de toutes les simulations réalisées. 
Notons que l’introduction d’une valeur constante  Cμz = Cμ = 0.05, dans les simulations NR-2, 
GR-5 et GR-6, nous conduit à ajuster les autres constantes du modèle de façon à assurer la 
relation de compatibilité entre les équations (2.42) et (2.43) de k et ε, et les conditions aux limites 
à la paroi: 
  σε = κ
2 /( Cμ (Cε2 − Cε1))          (2.73) 
 
Tableau 2.9 Ajustement des paramètres  
 
 
Les profils verticaux des composantes normales (figure 2.7) confirment bien le rôle de  Cμz  dans 
le contrôle du niveau de turbulence. En effet, les ajustements introduits imposent, dans la zone de 
paroi, des valeurs de   Cμz  proches de 0.05 (figure 2.8-a). Ainsi, les modèles reproduisent les bons 
niveaux de turbulence et rejoignent la solution asymptotique. L’exception est signalée pour la 
simulation CR-2 qui sous-estime la composante verticale  w2 / u*2. Ceci est dû, comme nous 
Simulations 
Formulation 
de   Cμz  
Considérations spécifiques 
sur ε 
Constantes
modifiées 
NR-2 
  
Cμz = c3
c3 + 32 ′ c 3fs
c3
c3 + 2 ′ c 3fs
Cμ  
avec   Cμ = 0.05 
C.L de  Hossain & Rodi 
 εs = κ−1Cμ
3 4ks
3 2(1/ 0.2h)  
  σk =1 
   σε =1.56 
CR-2   
Cμz = FμG1G2  
avec    Fμ = 0.09  
εs = ks3/ 2 / 0.18h  -- 
GR-3 Symétrie :  
∂ε
∂z = 0  
et Zeman & Lumley (2.53) 
-- 
GR-4 
21z GGFC ′′= μμ  
 
avec   ′ F μ = 0.07 C.L de  Hossain & Rodi 
 εs = κ−1Cμ
3 4ks
3 2(1/ 0.2h)  -- 
GR-5 Symétrie :  
∂ε
∂z = 0  
et Zeman & Lumley (2.53) 
1k =σ  
 56.1=σε
GR-6 
  Cμz = Cμ = 0.05 C.L de  Hossain & Rodi 
 εs = κ−1Cμ
3 4ks
3 2(1/ 0.2h)  
1k =σ  
 56.1=σε
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l’avons signalé, à une différence dans la redistribution de l’énergie cinétique, liée au choix des 
fonctions de proximité de surfaces. 
 
      
Figure 2.7  Profils des contraintes normales de Reynolds : 
(a) composante longitudinale, (b) composante verticale 
 
Dans la zone de paroi, sur la figure 2.7, nous remarquons que les simulations GR-5 et GR-6, où 
  Cμz est considéré constant, semblent mieux reproduire la pente observée sur les mesures de 
  u2 / u*2 ainsi que le comportement de la composante verticale  w2 / u*2. Par contre, dans la zone 
de surface   (ξ > 0.6) et en particulier pour la fluctuation verticale (figure 2.7-b), les simulations 
GR-3 et GR-4 qui assurent une décroissance de  Cμz (figure 2.8-a), approchent mieux les tendances 
expérimentales. Dans cette zone, la simulation NR-2 présente un comportement assez proche de 
l’essai (P3), de Nezu & Rodi (1986). Ceci est lié à la formulation du modèle et à la fonction de 
surface, qui contrôle dans cette zone l’évolution de la composante verticale (Equation 2.44-b). 
Nous reportons sur la figure 2.9, la redistribution de l’énergie cinétique turbulente sur les 
composantes normales du tenseur de Reynolds, pour les simulations du tableau 2.9.  
 
 
 
Figure 2.8  Profils verticaux après ajustement : (a) paramètre  Cμz   (b) fonction de proximité f 
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Figure 2.9  Redistribution de l’énergie cinétique turbulente  
 
Nous remarquons qu’après l’amélioration du niveau de turbulence, les modèles assurent la même 
redistribution de k et les contributions standards à la paroi du fond. Bien que les profils de   u2 / k , 
simulés par les modèles NR et GR se regroupent autour de la solution numérique G&R 89, les 
évolutions de   w2 / k sont différentes ce qui correspond à des niveaux d’anisotropie différents 
comme l’indique la figure 2.10 où sont reportés les profils de  (v
2 − w2 )/u∗2. Une première 
observation concerne la sensibilité de l’anisotropie à la valeur de  Cμz . En effet, en comparant les 
résultats des simulations GR-1 et GR-2 (Tableau 2.8) avec les autres simulations GR, nous 
remarquons que l’anisotropie est d’autant plus importante que le niveau de   Cμz est plus faible. Ce 
comportement est attendu puisque pour les faibles valeurs de  Cμz , on a une augmentation du 
niveau de l’énergie cinétique turbulente. L’autre remarque concerne la sensibilité de l’anisotropie, 
dans la zone de surface libre à la condition limite sur le taux de dissipation et par suite à l’échelle 
de longueur. La comparaison de l’essai GR-1 avec GR-2 montre que l’emploi de la condition de 
Zeman & Lumley, accompagné par une diminution de l’échelle de longueur (figure 2.6-a), réduit 
l’anisotropie turbulente. Cette sensibilité à l’échelle de longueur apparaît, également, en 
comparant les simulations  GR-3 et GR-5, respectivement, avec GR-4 et GR-6 où l’emploi de la 
condition de Hossain & Rodi au lieu de l’approche de Zeman & Lumley conduit à des échelles de 
longueurs plus faibles (figures 2.11-a) et par suite à moins d’anisotropie. 
Dans la zone de paroi, le profil de   (v
2 − w2 )/u∗2 dans l’essai CR-2 confirme nos constatations sur 
la sensibilité de l’anisotropie aux modèles des fonctions de proximités qui contrôlent la 
redistribution de l’énergie cinétique turbulente. Le choix des fonctions de proximité dans le 
modèle CR conduit à une sous-estimation de la composante verticale et en conséquence à une 
surestimation de la composante transversale et une forte augmentation de l’anisotropie (figure 
2.10). Nous notons encore que l’essai NR-2 aussi bien que CR-2 ne produisent pas 
d’augmentation de   (v
2 − w2 )/u∗2 à l’approche de la surface libre. Dans NR-2, ceci est dû à la 
forte valeur de   w2 qui, avec la faible valeur correspondante de   v2 , est à l’origine de la réduction 
de l’anisotropie dans cette zone. 
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Figure 2.10  Evolution de l’anisotropie turbulente entre les composantes transversale et verticale 
du tenseur de Reynolds 
 
Rappelons que, dans la zone de paroi, l’échelle de longueur est inversement proportionnelle à 
  Cμz . De ce fait, la diminution de   Cμz  dans les simulations du tableau 2.9 a entraîné une 
augmentation de l’échelle de longueur. La figure 2.11-a montre qu’en présence de telles échelles 
de longueur, à l’approche de la surface libre, la condition de Zeman & Lumley (dans GR-3 et  
GR-5) ne permet pas de reproduire la décroissance de  l , observée dans les mesures de Nezu & 
Rodi (1986). Par contre, l’emploi de la condition de Hossain & Rodi, dans NR-2, GR-4 et GR-6, 
assure cette diminution.  
Les profils de la viscosité turbulente (figure 2.11-b), relatifs aux simulations GR-3 et GR-5, 
confirment que la décroissance de   νt , à l’approche de la surface libre, peut être contrôlée par 
l’évolution de   Cμz . En effet, la comparaison de ces deux essais montre que dans GR-5, où   Cμz  est 
constant et où en conséquence l’échelle de longueur n’est pas suffisamment réduite, le profil de 
  ν t ne décroît pas dans la zone de surface. Par contre l’essai GR-3, où  Cμz décroît à l’approche de 
la surface libre (figure 2.8-a) alors que l’échelle de longueur reste importante, l’évolution de  ν t  
retrouve l’allure parabolique.  
 
    
Figure 2.11  Profils verticaux : (a) de l’échelle de longueur ; (b) de la viscosité turbulente 
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Puisque notre intérêt est orienté, également, vers la bonne prédiction de la distribution du champ 
de vitesse moyenne, il est important de s’assurer de l’aptitude de ces modèles à bien la reproduire. 
Pour cela, nous reportons sur la figure 2.12 les profils de vitesse, dimensionnels et 
adimensionnels, en fonction, respectivement, de l’ordonnée verticale et de la variable interne de 
paroi. Ces profils montrent que la simulation CR-2 et le modèle GR, avec toutes ces variantes, 
reproduisent assez bien le profil expérimental de l’essai (P3), de Nezu & Rodi (1986). Seul l’essai 
NR-2 présente une accélération de l’écoulement, vers la surface libre, qui se traduit par un 
écartement de la droite correspondante, dans la représentation logarithmique (figure 2.12-b). 
 
 
 
Figure 2.12  Profils verticaux de vitesse  
(a) dimensionnels ; (b) normalisés en fonction de la variable interne de paroi  
 
La figure 2.12 correspond à un écoulement au-dessus d’un fond lisse. Si l’écoulement était 
rugueux, alors qu’elle serait la réponse des prédictions de la vitesse à cette nouvelle rugosité ? 
Pour répondre à cette question, nous avons procédé, dans des simulations avec la pente et le tirant 
d’eau indiqués dans le tableau 2.7,  c’est à dire avec le même frottement pariétal   τb = ρghI mais 
en faisant varier la fonction C de la rugosité (Equation 2.68). Ne disposant pas de résultats 
expérimentaux pour valider les prédictions des profils de vitesse, nous avons opté pour une 
comparaison en terme de coefficient de frottement avec la loi de frottement introduite dans Labiod 
(2005) et définie pour des écoulements rugueux et à gradients de rugosité : 
  
2
cf
= 1κ Ln(Re
cf
2
) + C − 2.8, où, 
  
cf = 2 τbρ < U >2  et  Re =
< U > h
ν    (2.74) 
 
Sur la figure 2.13, nous comparons le coefficient de frottement  cf  calculé pour différentes valeurs 
de la fonction de la rugosité, au résultat théorique (2.74). Nous notons que le modèle GR assure le 
meilleur accord avec l’évolution théorique alors que les modèles CR et NR donnent des valeurs 
acceptables en régime lisse (  −3 < C < 5.3) mais en revanche surestiment   cf , pour les fortes 
rugosités (  C < −3) ce qui correspond à une sous estimation de la vitesse débitante. 
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Figure 2.13  Evolution du coefficient de rugosité en fonction de la fonction de rugosité  
 
 
2.3.4 Etude d’un écoulement 1D vertical en charge 
 
Nous avons également appliqué ces modèles à des écoulements développés parallèles en charge 
en les comparants aux résultats des expériences de Comte Bellot (1965) et Clark (1968). Il s’agit 
d’écoulements, dans des conduites rectangulaires très larges, assimilés à un écoulement entre 
plaques planes. Ils sont caractérisés par les nombres de Reynolds basés sur la vitesse maximale, 
  Re = 4.56 ×104 et   Re = 5.7 ×104 et un même rapport, de la vitesse de frottement par la vitesse 
maximale, 037.0U/u max
* = . 
Nous avons mis en œuvre  les modèles NR-2, CR-2, GR-3 et GR-5 avec les données du       
tableau 2.9 et la modélisation standard de l’équation de la dissipation. Le tableau 2.10 résume les 
conditions de ces simulations. 
Selon Celik & Rodi (1984), dans la zone centrale d’un écoulement en charge, les effets dus à la 
paroi du fond et à la paroi supérieure s’ajoutent. Dans ce cas, la fonction de proximité (2.51), où 
l’effet de la surface libre sera omis, s’exprime par :  
  
f = l
Cw
(1
z
+ 1
2h − z )         avec      l =
k3/ 2
ε    et    Cw = κCμw
−3/ 4     (2.75) 
Dans (2.75), h représente la demi-hauteur d’une conduite en charge, ou la demi-distance entre 
deux plaques planes. 
D’une manière analogue, nous définissons les fonctions de surface dans les modèles de  Naot & 
Rodi et de Gibson & Rodi par les expressions :  
 
Naot & Rodi :  
  
f = l
Cw
( 1
z
+ 1
2h − z )
⎛ 
⎝ ⎜ 
⎞ 
⎠ ⎟ 
2
      (2.76) 
Gibson & Rodi :  
  
f = l
a.2h
(
(1− ξp )2
ξp
+ ξp
2
(1− ξp )
)  avec  
 
ξp = z2h    (2.77) 
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Tableau 2.10 : Conditions des simulations de l’écoulement développé parallèle en charge 
 
 
Les profils simulés, des composantes normales du tenseur de Reynolds ainsi que de l’énergie 
cinétique turbulente, sont représentés sur la figure 2.14 et sont comparés aux résultats 
expérimentaux de Comte Bellot (1965) et Clark (1968). Ces résultats confortent la nécessité 
d’avoir des faibles niveaux de   Cμz  (figure 2.15) pour assurer le bon niveau de turbulence.  
 
 
  
Figure 2.14  Distribution verticale : (a) de la composante longitudinale des contraintes de 
Reynolds ; (b) de la composante verticale ; (c) de l’énergie cinétique turbulente 
Simulations 
Formulation  
de   Cμz  
Fonctions de proximité Constantes modifiées  
NR-2-C 05.0CC z == μμ  
2
w
)
zh2
1
z
1(
C
f ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−+=
l
 
1k =σ ; 56.1=σε  
CR-2-C 21z
GGFC μμ =  
avec    Fμ = 0.09 
)
zh2
1
z
1(
C
f
w −
+= l
 
-- 
GR-3-C 21z
GGFC ′′′= μμ  
avec   ′ F μ = 0.07 
--  
GR-5-C 05.0CC z == μμ  
f = l
a.2h
(
(1− ξp )2
ξp
+ ξp
2
(1− ξp )
) 
1k =σ ; 56.1=σε  
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Dans la zone de paroi   (ξ < 0.2), la composante longitudinale 2*2 u/u  est sous-estimée par toutes 
les simulations, malgré la bonne prédiction de l’énergie cinétique turbulente. Ceci est dû 
certainement à une différence dans la redistribution de k sur les trois composantes normales. Pour 
la composante verticale, dans cette zone, les simulations NR-2-C et GR-3-C retrouvent les 
mesures de Clark (1968), alors que l’essai GR-5-C semble mieux reproduire les résultats de 
Comte Bellot (1965). Le modèle CR-2-C, pour les raisons liés au choix de la fonction de 
proximité, sous estime largement cette composante.  
En dehors de cette zone, les simulations restituent acceptablement les résultats expérimentaux de 
l’énergie cinétique turbulente (figure 2.14-c) et de la composante longitudinale 2*2 u/u        
(figure 2.14-a). Pour la composante verticale, les écarts signalés, à l’approche du centre de la 
conduite   (ξ > 0.6), proviennent essentiellement de l’influence des fonctions de surface (figure 
2.15-b), sur la redistribution de l’ECT. Comme nous l’avons signalé ci-dessus, le modèle CR, 
avec sa forte valeur de f, présente le plus faible niveau de 2*2 u/w , quoique son profil retrouve 
les résultats de Clark (1968). Nous notons aussi, pour la composante verticale, que les essais    
NR-2-C et GR-5-C, simulés avec un  Cμz  constant, rejoignent sur une bonne partie de 
l’écoulement les expériences de Comte Bellot (1965).  
Le décalage que présente la simulation GR-3-C, dans la prédiction de k dans la zone   (ξ > 0.6), 
traduit, compte tenue de l’évolution de   u2 / u*2 et sous l’effet de la redistribution, la surestimation 
de la composante verticale, dans cette zone. 
Nous constatons aussi que l’essai GR-5-C, où  Cμz est considéré constant (figure 2.15-a), présente, 
par rapport aux résultats de Comte Bellot, des comportements plus satisfaisants que le cas à  Cμz  
variable (GR-3-C), en particulier dans la zone  ξ > 0.6. Ceci convient avec l’hypothèse du  Cμz  
constant considérée par Naot & Rodi (1982), dans l’étude des écoulements en charge, et traduite 
dans leur formulation de ce paramètre (Equation 2.29) quand  fs = 0.  
 
 
   
Figure 2.15  Profils verticaux pour l’écoulement en charge : (a) du paramètre   Cμz  ; 
(b) de la fonction de proximité f 
 
Sur la figure 2.16, nous présentons une comparaison des profils simulés de l’échelle de longueur 
et de la viscosité turbulente avec la courbe de Nikuradse, pour  l , et les résultats expérimentaux de 
Quarmby & Quirk (1972) et Hossain & Reynolds (1975), pour  ν t . Nous constatons que les 
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simulations présentent des allures, de l’échelle de longueur, très semblables à la courbe de 
Nikuradse. Les simulations à   Cμz  constant montrent des niveaux plus proches de cette échelle. 
Pour la viscosité turbulente (figure 2.16-b), contrairement à l’écoulement à surface libre, les 
profils ne décroissent pas à l’approche de l’axe de symétrie. Les essais NR-2-C, CR-2-C et GR-5-
C sont en bon accord avec les résultats expérimentaux. La simulation GR-3-C indique une 
viscosité turbulente plus importante dans la zone  ξ > 0.6. Ceci est dû principalement à la 
surestimation de l’énergie cinétique turbulente, dans cette zone. 
 
 
Figure 2.16  Profils verticaux : (a) de l’échelle de longueur ; (b) de la viscosité turbulente 
pour un écoulement en charge 
 
2.3.5 Conclusions de l’étude des écoulements développées parallèles 
 
Cette étude des écoulements développés parallèles a pour objectif d’analyser et de comparer la 
capacité des modèles que nous avons recensés à prédire la redistribution de la turbulence, la 
diminution de l’échelle de longueur et l’anisotropie turbulente induite par la présence d’une paroi 
solide ou de la surface libre dans des écoulements à surface libre ou en charge en absence des 
écoulements secondaires. Il ressort de cette étude les conclusions suivantes : 
• La redistribution de l’énergie cinétique turbulente entre les composantes normales du 
tenseur de Reynolds est sensiblement influencée par le choix des fonctions de proximité de 
surface. 
• Le paramètre de diffusivité turbulente zCμ contrôle, dans la zone de paroi, le niveau de 
l’énergie cinétique turbulente qui est d’autant plus important que zCμ  est plus faible. 
Comme conséquence nous signalons, dans cette zone, une forte influence sur l’anisotropie 
entre les composantes transversale et verticale du tenseur de Reynolds ainsi que sur 
l’échelle de longueur turbulente, qui augmentent avec l’augmentation de l’ECT. 
• A l’approche de la surface libre où la fonction de paroi, le gradient vertical de la vitesse 
longitudinale et le rapport ε/P  deviennent négligeables, le niveau de la fluctuation 
verticales n’est contrôlé que par la fonction de surface libre. 
• Dans la zone de surface libre la modélisation de Zeman & Lumley, du terme de production 
de dissipation, et la condition de Hossain & Rodi assurent, à travers l’augmentation du 
taux de dissipation, la diminution de l’échelle de longueur l  et par conséquent celle de la 
viscosité turbulente. Toutefois, la seconde semble mieux convenir en présence de grandes 
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échelles. Cette décroissance de l  s’est avérée à l’origine d’une diminution sensible de 
l’anisotropie turbulente, dans la zone de surface libre.  
• L’évolution du paramètre zCμ , à l’approche de la surface libre, contrôle, même en 
absence de conditions spécifiques sur le taux de dissipation, la diminution de la viscosité 
turbulente. 
 
2.4 Application aux écoulements développés non parallèles 
 
Dans cette partie, nous présentons les résultats des simulations pour différentes configurations 
d’écoulements non parallèles en charge et à surface libre, sur fonds lisses ou rugueux. Pour se 
faire, nous avons considéré les deux formulations algébriques du modèle de Gibson & Rodi 
(tableaux 2.1 et 2.3) que nous avons adaptées à la simulation des écoulements tridimensionnels. 
Nous testerons également le modèle de Naot & Rodi (1982) présenté en détail dans le           
tableau (2.5). 
 
2.4.1 Conditions des simulations 
a) Considérations de calcul 
 
Les modèles utilisés dans ces simulations sont de type « k, ε anisotrope » où la résolution du 
système d’équations est réalisée au moyen du programme de calcul développé par Soualmia 
(1993), pour rendre compte de la structure cinématique des écoulements gaz/liquide à phases 
séparées. La version initiale, fondé sur le modèle de Naot & Rodi (1982), a été adaptée à la 
simulation des écoulements à surface libre (Zaouali, 2002) et améliorée lors de cette étude par 
l’introduction de la fermeture algébrique de Gibson & Rodi (1989). 
Le modèle numérique, conçu pour la résolution du système différentiel, est fondé sur la 
discrétisation du système des équations aux dérivées partielles par la méthode des volumes finis 
(Annexe A). La discrétisation du domaine de calcul est faite suivant un maillage carré à pas 
constant suivant les deux axes (Δy=Δz=constante). Le programme de résolution utilise la méthode 
de STONE (Annexe C).  
Pour le modèle de Gibson & Rodi, lors de l’étude d’un écoulement à surface libre, les fonctions 
de proximité présentées dans le tableau 2.1 et données par les relations (2.10) à (2.12) seront 
considérées. Dans le cas d’un écoulement en charge, pour tenir compte des effets cumulés du fond 
et du toit, nous adoptons la relation (2.77). Pour la prise en compte des effets dus aux parois 
latérales, nous proposons pour les canaux étroits  (B / h ≤ 2) une formulation analogue à (2.77), 
fonction de l’abscisse transversale non dimensionnelle  ζp = y / B : 
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
ζ−
ζ+ζ
ζ−=
)1(
)(1
aB
f
p
2
p
p
2
p
wl
l   avec  
  
ζp = yB       (2.78) 
Où, B est la largeur de la conduite et y est l’abscisse dont l’origine est située à la paroi. Pour les 
conduites larges, l’effet des parois devient négligeable, dans la zone centrale de l’écoulement, et 
la fonction (2.12) est conservée. 
b) Conditions aux limites 
Aux conditions aux limites relatives à U, k et ε  il faut ajouter les conditions aux limites que 
doivent vérifier la fonction de courant Ψ et la vorticité Ω de l’écoulement secondaire. Quand 
l'écoulement est symétrique, il est possible de limiter les calculs à une seule moitié du domaine en 
considérant un axe de symétrie comme frontière. 
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Pour l’énergie cinétique turbulente et le taux de dissipation, nous considérons, comme pour 
l’étude 1D, les conditions limites spécifiées dans (§ 2-3-2) où, seule la condition limite sur le taux 
de dissipation, de Hossain & Rodi, qui diffère par la prise en compte de l’approche à la paroi 
latérale : 
  
εs = ks
3/ 2
κCμ−3/ 4
1
0.2h
+ 1
y*
⎛ 
⎝ 
⎜ ⎜ 
⎞ 
⎠ 
⎟ ⎟         (2.79) 
Le terme   1/ y
*, où   y
*représente la distance à la paroi latérale, est introduit dans (2.79) pour 
assurer un passage progressif entre cette condition et celle imposée sur le taux de dissipation, à la 
paroi latérale. Il assure, ainsi, une diminution de l’échelle de longueur à l’approche de la paroi 
latérale. 
Sur les axes de symétries et à la surface libre, la condition de symétrie (2.70) est utilisée. Aux 
parois solides, nous allons considérer dans ces simulations la loi logarithmique qui s’exprime pour 
des régimes, lisse, pleinement rugueux ou intermédiaire, sous la forme : 
)K(C)Z(Lnu/UU S
1 ++−∗+ +κ==   avec     /zuZ ν= ∗+     (2.80) 
Nous adoptons pour la fonction de la rugosité  C(KS
+ )  l’expression de  Naot & Emrani (1983) : 
)
)K/201/()K3.0(1
9ln()K(C
SS
1
S ++
−+
++κ=        (2.81) 
Pour ψ et Ω les conditions aux limites s’expriment sous la forme : 
0 ,0 : libre surface la à ou paroi la à  M =Ω=ψ∈∀        (2.82) 
 
2.4.2 Simulation de l’expérience de Hinze (1973) 
 
Cette expérience a été réalisée dans une conduite rectangulaire en charge, de section 45cm×9cm, 
dont la paroi du fond est partiellement rugueuse, la zone centrale étant lisse sur une largeur de 10 
cm. Les trois autres parois sont lisses (voir fig. 2.17-a). La rugosité est produite par des grains en 
plastique, de diamètre moyen 4 mm, collés uniformément sur le fond. Le fluide considéré est l’air 
et sa vitesse maximale atteint 15m/s, ce qui correspond à un nombre de Reynolds, basé sur le 
diamètre hydraulique, de 1.5.105. 
Dans ce qui suit, nous désignons par la lettre A la version simplifiée du modèle de Gibson & Rodi 
formulée dans le tableau 2.3, par la lettre B la version complète définie dans le tableau 2.1 et par 
le sigle NR la simulation par le modèle de Naot & Rodi (1982). 
Un des objectifs de cette application est la comparaison des résultats du modèle de Gibson & Rodi 
avec les simulations des modèles présentés dans le tableau 1.1, disponibles dans la littérature. Il 
s’agit des modèles de Naot & Rodi (1982), Demuren & Rodi (1984), Launder & Li (1994) et 
Naimi & Gessner (1997). Dans nos simulations, nous avons conservé les mêmes conditions aux 
limites et les mêmes valeurs des paramètres et constantes : notamment la loi logarithmique est 
formulée suivant (2.80) et (2.81) et les constantes du modèle (k, ε), dans la version A, ont les 
valeurs standard : 92.1Cet44.1C,225.1 ,09.0C 21k ===σ=σ= εεεμ .  
Dans l’expérience de Hinze, nous disposons des contours des iso vitesses longitudinales et des 
profils verticaux, dans l’axe de la conduite (y=0), de la composante verticale de vitesse W, de la 
contrainte de cisaillement  −uw, de l’énergie cinétique turbulente k et du taux de dissipation ε.  
Le contraste de rugosité, imposé au fond du canal, est naturellement à l’origine d’une variation 
abrupte de la production de turbulence, dans la zone centrale, ce qui entraîne un gradient 
transversal important de l’anisotropie et par suite d’importants écoulements secondaires. La figure 
2.18, illustre l’intensité de ces écoulements qui représente 4%  de la vitesse maximale.   
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Figure 2.17  Contours des isovitesses longitudinales dans une conduite de fond partiellement 
rugueux; (a) expérience de Hinze ; (b, c et d) simulations 
 
L’effet de ces mouvements sur les contours des iso vitesses longitudinales (figure 2.17-a) est très 
prononcé avec notamment des distorsions importantes au-dessus de la zone lisse, au centre de la 
conduite. La prédiction de ces contours par le modèle NR est présentée sur la figure 2.17-b. Les 
fortes distorsions au centre de la conduite (y=0), au voisinage de la paroi supérieure à y=9cm et au 
fond vers y=18cm, attestent d’une surestimation des écoulements secondaires sur toute la section 
de l’écoulement. Par contre les simulations avec le modèle de Gibson & Rodi (A et B), en dehors 
de la zone centrale, présentent moins de distorsions. Nous notons aussi que ces simulations sous-
estiment le déplacement des isovitesses de U dans la direction transversale et le surestiment dans 
la direction verticale, en particulier dans la zone centrale de la conduite. Ceci témoigne d’une 
structure multicellulaire plus étalée, selon la transversale, dans les mesures de Hinze que dans les 
prédictions A et B. La simulation avec le modèle complet B semble mieux reproduire cette 
tendance. La simulation NR, malgré la surestimation des écoulements secondaires, présente une 
meilleure estimation du déplacement transversal de ces contours. Ces observations sur la 
prédiction des écoulements secondaires sont en accord avec l’évolution de la composante verticale 
de vitesse, reportée sur la figure 2.18.  
La figure 2.18 montre que dans la zone de paroi ( ξ <0.2), seul le modèle de Demuren & Rodi 
(1984) sous-estime la composante verticale de vitesse. Rappelons que la différence entre le 
modèle de Demuren & Rodi (1984) et celui de Naot & Rodi (NR) provient de l’approximation 
considérée pour les termes fonctions des gradients des écoulements secondaires, dans   v2 ,  w2  et 
  −vw. Ces termes sont exprimés à partir des formulations algébriques, dans le modèle de Demuren 
& Rodi (D&R), alors qu’elles sont estimées par des approximations de type gradient, dans le 
modèle NR (tableau 2.5). Contrairement à la simulation D&R (84), le modèle NR  donne des 
valeurs correctes de W dans la zone ( ξ <0.2). Demuren & Rodi (1984) attribuent cette 
insuffisance principalement à la différence dans la formulation de la contrainte de cisaillement 
  −vw, où les valeurs de   Cμz(vw ) et   Cμy(vw ) sont 2 à 3 fois plus important que la valeur standard 
  Cμ = 0.09, imposée dans le modèle NR. Ceci se traduit sur la figure 2.18 par une sous-estimation 
de l’intensité des écoulements secondaires. 
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Figure 2.18  Profils verticaux de la composante verticale de vitesse dans l’axe de l’écoulement de 
Hinze (1973) 
 
Pourtant, bien que les modèle A et B présentent la même différence dans la formulation des 
termes d’interaction entre les contraintes turbulentes et les gradients des écoulements secondaires, 
leurs prédictions sont très comparables. Ceci s’explique par une compensation de l’insuffisance 
signalée ci-dessus par l’introduction des formulations algébriques  Cμy  et   Cμz  (2.4) dans les 
expressions des contraintes de cisaillement, qui conduisent à une augmentation des écoulements 
secondaires. Nous notons que les formulations de  Cμy  et  Cμz  introduites dans le modèle NR 
(page 48) et considérées dans D&R (84) mènent à l’égalité  Cμy = Cμz = Cμ  dans le cas d’un 
écoulement en charge (  fs = 0). 
   
Figure 2.19  Profils verticaux du paramètre  Cμz  dans l’axe de l’écoulement de Hinze 
 
En dehors de la zone de paroi, la figure 2.18 montre que les modèles surestiment, globalement, 
l’intensité de la composante verticale de vitesse et ne reproduisent pas les valeurs négatives 
observées, au voisinage de la paroi supérieure, dans l’expérience de Hinze. Ces vitesses négatives 
attestent de la présence d’une cellule contrarotative qui devrait affecter les contours des 
isovitesses, dans cette zone, alors que la figure 2.17-a ne le prouve pas. Launder & Li (1994) et 
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Naimi & Gessner (1997) suggèrent que ces valeurs négatives sont, probablement, des erreurs de 
mesures liées  à des effets d’interférence au niveau de la sonde et ne mettent pas en cause les 
résultats des prédictions. 
Sur la figure 2.20 nous comparons les profils simulés de la contrainte de cisaillement, de l’énergie 
cinétique turbulente et du taux de dissipation avec les mesures de Hinze et les résultats des 
simulations des modèles de Demuren & Rodi (1984) et Naimi & Gessner (1997). Les profils de la 
contrainte de cisaillement (figure 2.20-a) illustrent la forte dépendance entre l’évolution de cette 
contrainte, l’intensité des écoulements secondaires et le gradient de la vitesse longitudinale. En 
effet la simulation D&R (1984) présente les plus faibles valeurs de  −uw dans la zone supérieure 
de l’écoulement. Ceci est dû à la sous-estimation des écoulements secondaires et se traduit par un 
décalage de la position du maximum de vitesse vers le fond de la conduite (ordonnée où  −uw 
s’annule). Comme conséquence, le gradient vertical de la vitesse longitudinale diminue dans la 
zone de surface et augmente dans la zone du fond induisant, à son tour, une augmentation de  −uw 
dans la zone de paroi, comme la montre la figure 2.20-a. Une situation inverse est observée dans 
les autres simulations, en particulier NR, où l’on surestime l’intensité des écoulements 
secondaires. Nous notons que le modèle B semble le plus proche à reproduire l’évolution de la 
contrainte de cisaillement mesurée et que la simulation A est assez semblable à la prédiction du 
modèle de Naimi & Gessner (N&G). 
Dans la zone de paroi, toutes les simulations sous-estiment la contrainte de cisaillement  −uw. 
C’est certainement la conséquence des faibles valeurs de la viscosité turbulente qui résulte de la 
sous-estimation de l’énergie cinétique turbulente (figure 2.20-b).  D’ailleurs, cette figure  montre 
qu’il en est de même pour tous les modèles. Ceci peut être attribué d’une part aux fortes valeurs 
du paramètre   Cμ  qui contrôle à travers la condition limite de paroi (2.46) le niveau de turbulence 
au fond. D’autre part, Demuren & Rodi (1984) attribuent l’intensité assez élevée de la turbulence, 
dans l’axe de l’écoulement de Hinze, à l’important transport de l’ECT, par les écoulements 
secondaires, de la zone rugueuse vers la zone lisse et, éventuellement, à une forte diffusion de k 
vers cette zone, qui seraient mal estimés par les modèles.  
 
 
 
Figure 2.20  Profils verticaux de la contrainte de cisaillement, de l’énergie cinétique turbulente et 
du taux de dissipation dans l’axe de l’écoulement de Hinze 
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Dans la zone supérieure de l’écoulement ( ξ >0.8), les modèles reproduisent assez correctement 
l’allure expérimentale du profil de l’ECT avec un minimum localisé à ξ =0.8 où l’on observe le 
maximum de vitesse. Le taux de dissipation présente, également, une évolution qui correspond au 
profil mesuré.  
Finalement cette application à l’écoulement de Hinze (1973) montre que la version algébrique du 
modèle de Gibson & Rodi que nous avons adaptée et mise en œuvre conduit à des résultats 
comparables aux résultats obtenus par des modèles plus complexes tel celui de Launder & Li 
(1994) ou Naimi & Gessner (1997).   
 
2.4.3 Simulation d’un écoulement dans un coin carré en charge et à surface libre 
 
Dans cette application, nous simulons deux écoulements lisses dans un coin carré, en charge et à 
surface libre. Pour l’écoulement en charge, les simulations ont été effectuées avec un nombre de 
Reynolds, lié à la vitesse débitante, égal à 25.104, dans une conduite carrée de demi-coté a=20 cm. 
Les résultats ont été confrontés aux mesures de Brundett & Baines (1964), Po (1975), Lundt 
(1977), Gessner & Emery (1980), Eppich (1982), Donald & al. (1984) et Nezu & Nakagawa 
(1984).  
Dans le cas de l’écoulement à surface libre, nous avons simulé l’expérience de Nezu & Rodi 
(1985). Le nombre de Reynolds vaut   Re = 9.7.104 et le canal d’étude a un rapport de forme 
B/h=2, avec un tirant d’eau h=10.1 cm et une vitesse débitante  Um = 53.5 cm / s. Les résultats des 
simulations sont confrontés, également, aux mesures de Donald & al. (1984), et Nezu & al. 
(1986). 
Nous avons repris dans cette étude les modèles NR, A et B (tableaux 2.8, 2.9 et 2.10) pour la 
simulation du cas du coin carré en charge. Pour simuler le cas du coin carré à surface libre, il est 
nécessaire d’adapter chacun de ces modèles, par la prise en compte des fonctions de surface libre, 
l’introduction du terme source de Zeman & Lumley et/ou la condition limite de Hossain & Rodi. 
Ainsi, nous définissons trois nouvelles simulations que nous désignerons par NR-I, A-I et B-I. Le 
tableau 2.11 résume les modifications apportées pour simuler l’écoulement à surface libre. 
 
Tableau 2.11 : Conditions de simulation de l’écoulement dans un coin carré 
 
Simulations Fonctions de proximité Considérations spécifiques sur ε 
NR 
  
fw = ( lCwdw
)2 ;  fs = 0 
 
A 
 
B 
  
f = l
a.2h
(
(1− ξp )2
ξp
+ ξp
2
(1− ξp )
)
  
fwl = la.B (
(1− ζp )2
ζp
+ ζp
2
(1− ζp )
)  
Symétrie : 
  
∂ε
∂z = 0 
NR-I 
  
fw = ( lCwdw
)2,  
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)2  
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⎛ 
⎝ 
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A-I 
 
B-I 
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et Zeman & Lumley (2.15) 
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Sur la figures 2.21, nous comparons les circulations des écoulements secondaires obtenues 
expérimentalement, pour le cas d’un coin carré en charge, (fig. 2.21-a), et d’un canal à surface 
libre de rapport B/h=2, (fig. 2.21-b) avec les résultats des simulations NR, (fig.2.21-c) et NR-I 
(fig.2.21d). La simulation NR, dans le cas du coin carré en charge, reproduit bien la symétrie, par 
rapport à la bissectrice, des écoulements secondaires. Les deux cellules contrarotatives sont 
orientées vers le coin, le long de la bissectrice, puis réfléchis vers la zone centrale du canal, le 
long des parois latérales. La figure 2.21-b montre que cette symétrie est sensiblement affectée par 
la présence de la surface libre et que la prédiction NR-I rend compte de cet effet (figure 2.21-d). 
Le champ des écoulements secondaires est formé d’une cellule de surface occupant la majeure 
partie de la section et d’une cellule de fond confinée dans la zone du coin. 
 
(a)        Nezu & Nakagawa 1984
z/a
y/a
z/h
y/a
(c)       Simulation NR                                            (d)          Simulation NR-I
(b)          Nezu & Rodi 1985
 
Figure 2.21  Circulation des écoulements secondaires : 
(a) Mesures dans un coin carré en charge ; (b) Mesures dans un canal à ciel ouvert ; 
(c) Cas du coin carré en charge NR ; (d) Cas du canal à ciel ouvert NR-I 
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La figure 2.22 présente les résultats des simulations A et B  de ces deux écoulements,  pour le cas 
en charge, et A-I et B-I pour le cas à surface libre. Ces calculs reproduisent aussi la structure des 
écoulements secondaires déterminée expérimentalement. 
 
z/h
y/a
z/a
y/a
(c)         Simulation B                                              (d)       Simulation B-I
z/h
y/a
z/a
y/a
(a)         Simulation A                                              (b)       Simulation A-I
 
Figure 2.22  Circulation des écoulements secondaires : 
(a) Cas du coin carré en charge A ; (b) Cas du canal à ciel ouvert A-I ; 
(c) Cas du coin carré en charge B ; (d) Cas du canal à ciel ouvert B-I 
 
Les profils de la vitesse longitudinale, normalisée par la vitesse moyenne, tracés sur la figure 
2.23-a montrent que les modèles A et B surestiment légèrement la vitesse dans la zone de paroi. 
Ceci est en accord avec leurs sous-estimations de la contrainte de frottement dans cette zone 
(figure 2.24-a). Le calcul NR lisse assez bien les mesures de PO (1975) et Gessner & Emery 
(1980). 
Pour la composante verticale, normalisée par le frottement moyen, la figure 2.23-b conforte nos 
constations concernant  l’aptitude de ces calculs à reproduire l’intensité des écoulements 
secondaires, avec une importante composante verticale générée par NR et des niveaux 
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comparables pour les simulations A et B. Toutefois, ces derniers présentent moins d’intensité et 
semblent mieux coller avec les mesures de Brundett & Baines (1964), alors que le profil NR 
rejoint les mesures de Gessner & Emery (1980).  
 
 
Figure 2.23  Profils verticaux : (a) de la vitesse longitudinale dans l’axe de la conduite 
(b) de la vitesse verticale à la paroi latérale 
 
Les profils transversaux de la contrainte de frottement à la paroi sont reportés sur la figure 2.24-a, 
dans le cas de l’écoulement en charge. Dans la zone de coin (y/a<0.2), le modèle B restitue mieux 
l’évolution de la contrainte de frottement observée par Lundt (1977), alors que le calcul NR la 
surestime légèrement et que le calcul A la sous- estime. Un peu loin de cette zone, les trois 
simulations retrouvent les résultats expérimentaux quoique dans l’axe de la conduite (y/a=1), 
seule la simulation NR reproduit la légère baisse de  τb. Ceci est dû à l’important retour des 
écoulements secondaires, vers le centre de la conduite (figure 2.21-c), dans cette simulation par 
comparaison aux deux autres.  
 
 
    
Figure 2.24  Distribution de la contrainte de frottement  τb  dans un coin carré en charge et un 
canal à surface libre (B/h=2). 
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Dans le cas de l’écoulement à surface libre (figure 2.24-b) les deux simulations NR-I et B-I 
reproduisent assez bien l’évolution de  τb, mesuré par Nezu & al. (1986). Ceci est en accord avec 
la structure des écoulements secondaires très semblables dans ces deux calculs (figure 2.21-d et 
2.22-d). La simulation A-I donne un frottement plus faible dans la zone de coin et un frottement 
plus fort dans la zone centrale : cette différence provient de l’intensification de la cellule de 
surface aux dépens de la cellule de coin (figure 2.22-b). 
Dans le cas de l’écoulement en charge, les deux cellules contrarotatives et symétriques par rapport 
à la bissectrice du coin sont générées par les gradients du terme d’anisotropie  v2 − w2 , 
antisymétrique par rapport à cette bissectrice. En présence de la surface libre, la dissemblance 
dans la structure est due à l’augmentation de l’anisotropie de turbulence, à l’approche de celle-ci.  
 
  
 
Figure 2.25  L’anisotropie de la turbulence entre les fluctuations verticales et transversales dans 
une conduite carrée, en charge  et un canal à surface libre (B/h=2) 
 
 
La figure 2.25 regroupe les profils verticaux de l’anisotropie de la turbulence le long de trois 
transversales au voisinage immédiat de la paroi latérale et pour les deux types d’écoulements : 
l’effet de la surface libre est bien mis en évidence et c’est bien cette différence qui explique les 
différences dans l’organisation cellulaire de l’écoulement en charge et à surface libre. Les 
résultats de nos simulations sont comparés aux mesures d’Eppich (1982) ainsi qu’au calcul de 
Demuren & Rodi (1984) avec un même nombre de Reynolds  Re = 25.104. Pour l’écoulement en 
charge, nous remarquons que très prés de la paroi latérale (y/a=0.02), le modèle D&R surestime 
considérablement l’anisotropie de turbulence mais retrouve les mesures d’Eppich en s’éloignant 
de celle-ci (y/a=0.04 et y/a=0.06). Nous notons que le calcul A restitue des valeurs de 
l’anisotropie acceptable tandis que le calcul B les surestime légèrement et le calcul NR les sous-
estime dans la zone centrale de la conduite. 
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2.4.4 Simulation d’écoulements à surface libre avec variation transversale de la 
rugosité du fond 
 
Dans cette dernière série de tests des modèles, nous simulons des écoulements à surface libre au-
dessus d’un fond présentant une variation transversale, périodique, de la rugosité. Il s’agit des 
expériences de Muller & Studerus (1979) et celles de Wang & Cheng (2006) réalisées en 
écoulement développé au-dessus des rugosités décrites sur la figure 2.26. Les nombres de 
Reynolds respectifs de ces deux écoulements sont de 44000 et 38684. Dans les deux expériences, 
les mesures ont été effectuées au niveau d’un élément de rugosité dans la zone centrale du canal 
(figure 2.26), où l’effet des parois latérales devient négligeable. Nous avons mis en œuvre les 
modèles NR-I, A-I et B-I (Tableau 2.11) pour calculer l’écoulement au droit d’un élément de 
rugosité au centre du canal. 
 
Figure 2.26  Configurations d’écoulements au-dessus d’un fond avec contraste de rugosité :  
(a) Expérience de Muller & Studerus (1979); (b) Expérience de Wang & Cheng (2006) 
  
Les résultats du calcul du champ des écoulements secondaires sont comparés avec les résultats 
expérimentaux de Muller (1979) sur la figure 2.27 et  avec les résultats de Wang (2006) sur la 
figure 2.31.  
 
(a)    Muller & Studerus (1979)                                    (b)  Simulation  NR-I
(c)    Simulation  A-I                                                   (d)  Simulation  B-I
 
Figure 2.27  Champs des écoulements secondaires : (a) mesures de Muller & Studerus (1979) ; (b) 
simulation NR-I ; (c) simulation A-I ; (d) simulation B-I    
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Tous les calculs restituent, au moins qualitativement, la structure des écoulements secondaires 
conséquences du déséquilibre de production de turbulence induit par le contraste de rugosité. Les 
deux cellules contrarotatives sont orientées des zones rugueuses, de forte production de 
turbulence, vers les zones lisses, de faible production de turbulence.  
Dans l’expérience de Muller, le calcul NR-I donne la meilleure position des centres des cellules, 
(0.03,0.03) et (0.13,0.03) qui, comme dans l’expérience, sont décalés vers les zones lisses. Cette 
dissymétrie des cellules est confirmée par la figure 2.28-b, où nous reportons les profils verticaux 
de l’intensité de la composante verticale de vitesse   W / Um . Les résultats expérimentaux 
indiquent des fortes vitesses ascendantes à y=0 cm et y=16 cm et une vitesse descendante plus 
faible au-dessus de la zone rugueuse et cette tendance est bien reproduite par le calcul NR-I. 
La simulation A-I donne des cellules quasi symétriques par rapport à la verticale, avec un centre 
situé à z=0.03 et des intensités   W / Um  très proches suivant les verticales y=0, 16 et 8 (figure 
2.28-b). Par contre, dans le calcul B-I, le centre est déplacé vers la zone rugueuse en accord avec 
les profils de W, plus intenses au-dessus de la zone rugueuse (y=8) qu’au-dessus de la zone lisse 
(y=0 et 16).  
 
 
   
Figure 2.28 Expérience de Muller (1979)  
Profils (a) de la vitesse longitudinale ; (b) de la composante verticale de vitesse 
 
 
Ceci est à  mettre en relation avec les différences d’ECT et d’anisotropie près de la surface libre 
obtenues avec les modèles A et B que l’on peut observer sur la figure 2.29. Ces différences 
soulignent l’importance des valeurs du paramètre  Cμz  constant ou variable respectivement dans 
les modèles A et B mais aussi de la modélisation de la diffusion dans l’équation de l’ECT, qui 
favorise dans le modèle B, à travers les coefficients de diffusivité fonctions des composantes 
sphériques ( k/w2k/v 22 ≈ ), la diffusion de l’ECT dans la direction transversale. 
Sur la figure 2.28, nous comparons également les profils verticaux, simulés et mesurés, de la 
composante longitudinale de vitesse. Nous observons que les trois simulations reproduisent la 
distribution transversale de vitesse, caractérisée par un débit plus important au centre du canal 
(zone rugueuse) qu’au-dessus des zones lisses. 
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Figure 2.29  Profils verticaux des simulations de l’expérience de Muller (1979): 
(a) de l’énergie cinétique turbulente ; (b) de l’anisotropie de turbulence 
 
 
La figure 2.30 illustre l’effet du changement brusque de rugosité sur l’évolution transversale de la 
contrainte de frottement. Celle-ci est sensiblement plus importante au niveau de la zone rugueuse 
engendrant une distribution en palier du frottement, bien reproduite par toutes les simulations. 
 
 
Figure 2.30 : Distribution du frottement pariétal dans l’expérience de Muller (1979) 
 
 
Les simulations de l’expérience de Wang & Cheng (2006) reportées sur les figures 2.31  et 2.32 
confirment les observations précédentes :  
 
- Bonne restitution qualitative de l’organisation cellulaire des écoulements secondaires avec 
une orientation de ces mouvements de la zone rugueuse vers la zone lisse (figure 2.31) 
- Bonne prévision de l’intensité des écoulements secondaires par les modèles NR-I et A-I 
mais sous-estimation par le modèle B-I. 
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(a)    Wang & Cheng (2006)                                      (b)  Simulation  NR-I
(c)    Simulation  A-I                                                   (d)  Simulation  B-I
 
Figure 2.31 : Champs des écoulements secondaires : 
(a) Mesures de Wang & Cheng (2006) ; (b) Simulation NR-I ; 
(c) Simulation A-I ; (d) Simulation B-I 
 
 
 
0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
0.02
0.04
0.06
(a)    Wang & Cheng (2006)                                (b)  Simulation  NR-I
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0.02
0.04
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(c)    Simulation  A-I                                            (d)  Simulation  B-I  
 
Figure 2.32 : Contours des iso-valeurs de la composante verticale de vitesse : 
(a) Mesures de Wang & Cheng (2006) ; (b) Simulation NR-I ; 
(c) Simulation A-I ; (d) Simulation B-I 
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2.5 Conclusion  
  
Ce chapitre analyse l’aptitude des modèles algébriques à la prédiction de la turbulence et 
l’hydrodynamique de l’écoulement dans diverses configurations de référence. Pour cela, plusieurs 
versions du modèle de Gibson & Rodi (1989) ont été bâties et testées. Les approches de 
modélisation de Naot & Rodi (1982) et Celik & Rodi (1984) ont fait l’objet de cette étude 
également.  
 
Il apparaît dans l’étude des écoulements développés parallèles que le choix des fonctions de 
proximité est d’une importance  primordiale dans le processus de redistribution de l’énergie 
cinétique turbulente, sur les composantes normales du tenseur de Reynolds. 
Le paramètre zCμ  se révèle être un paramètre particulièrement délicat : d’une part, il contrôle 
sensiblement, dans la zone de paroi, le niveau de turbulence et influence, ainsi, le niveau 
d’anisotropie entre les composantes transversale et verticale du tenseur de Reynolds. A travers 
cette influence sur l’énergie cinétique turbulente, il affecte considérablement l’évolution de 
l’échelle de longueur, dans cette zone. Cet effet diminue en se rapprochant de la surface libre. 
D’autre part, il contrôle la diminution de la viscosité turbulente, à l’approche de la surface libre, 
même en absence de conditions spécifiques sur le taux de dissipation, pour réduire l’échelle de 
longueur. 
La condition limite de Hossain & Rodi et la modélisation de Zeman & Lumley, du terme de 
production de dissipation, restituent la décroissance de l’échelle de longueur à l’approche de la 
surface libre. Toutefois, la première semble mieux convenir en présence de grandes échelles et 
pour assurer la diminution de l’échelle de longueur à l’approche d’une paroi latérale. 
 
L’application des modèles à la simulation de différents écoulements développés non parallèles 
montre une réponse satisfaisante dans l’ensemble des situations. Nous notons en particulier une 
forte dépendance entre l’évolution de la contrainte de cisaillement, l’intensité des écoulements 
secondaires et le gradient de la vitesse longitudinale, dans l’expérience de Hinze (1973). 
L’application à la simulation de l’écoulement dans un coin carré, en charge et à surface libre, 
montre que les modèles, à travers la bonne prédiction de l’anisotropie de turbulence induite par les 
interactions fluide/parois ou fluide/atmosphère, reproduisent la structure cellulaire symétrique, du 
coin en charge, et l’influence de la présence de la surface libre sur cette organisation des 
écoulements secondaires. Les simulations des expériences de Muller & Studerus (1979) et Wang 
& Cheng (2006) dévoilent la bonne réaction des modèles au déséquilibre de production de 
turbulence, induit par le contraste de rugosité. Les écoulements secondaires prédits sont orientés 
des zones de forte production de turbulence (rugueuses) vers les zones de faible production de 
turbulence (lisses).  
En absence de base de données consistante sur la turbulence, en particulier pour les écoulements à 
surface libre en présence de contraste de rugosité, ces simulations ne nous permettent pas de 
conclure quant à l’aptitude des modèles algébriques à reproduire le comportement de turbulence 
dans des configurations d’écoulements complexes. Ceci justifie pleinement la nécessité de 
nouvelles expériences dans des configurations modèles reproduisant des interactions 
caractéristiques.  
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Chapitre 3 
 
 
 
 
3 Étude expérimentale d’un écoulement à surface libre sur un 
fond de rugosité inhomogène 
 
 
 
 
3.1  Introduction  
 
La turbulence de paroi en présence de variations transversales de la rugosité du fond a des 
propriétés d’inhomogénéité et d’anisotropie qui sont à l’origine des écoulements secondaires du 
second type de Prandtl’. L’organisation multicellulaire de ces écoulements est fonction de la 
disposition des éléments rugueux sur le fond et ainsi, du gradient latéral de la rugosité. La 
présence de la surface libre (interaction fluide/atmosphère) constitue aussi un facteur 
caractéristique de ce type d’écoulement. Comme nous l’avons signalé au chapitre précédent, pour 
rendre compte de la structure turbulente de cet écoulement et des mouvements moyens associés et 
pour valider un travail théorique de formulation, simulations et tests de modèles, 
l’expérimentation en laboratoire est un passage obligé. Dans ce contexte, une première série de 
mesures, au moyen d’un Anémomètre Laser Doppler mono composante (LDA-1D), à été 
introduite, par Labiod (2005), pour l’étude d’un écoulement à surface libre dans un canal dont la 
paroi du fond présente un fort gradient de rugosité. Cette rugosité est créée par des barrettes 
collées, à espaces réguliers, sur la zone centrale du fond. Compte tenu de la difficulté et 
l’incertitude, liées à la méthode de mesure par retournement, en LDA-1D, de la contrainte de 
cisaillement uw− , de la composante verticale de vitesse W et de la fluctuation correspondante 
2w , nous avons décidé de réaliser cette deuxième série de mesures, où la technique repose sur 
l'utilisation d'un Anémomètre Laser Doppler à deux composantes (LDA-2D). L’autre objectif de 
ces mesures est d’affiner la caractérisation de la structure de l’écoulement, en terme 
d’écoulements secondaires et contrainte de cisaillement, en particulier au dessus de la zone lisse 
où les mesures LDA-1D n’on été réalisées qu’en deux verticales. Une telle définition, plus fine, de 
l’écoulement est nécessaire, également, dans l’analyse de la dépendance entre l’organisation des 
écoulements secondaires et l’évolution de la contrainte de cisaillement qui, à son tour, contrôle 
l’évolution des composantes longitudinales et verticales du tenseur de Reynolds.  
Dans ce chapitre, nous décrivons le dispositif expérimental et les techniques de mesure et nous 
définissons les conditions d’expérimentation. Nous présentons les résultats de mesures du champ 
moyen de vitesse ainsi que des composantes du tenseur de Reynolds. Ces résultats font l’objet 
d’une analyse détaillée pour déterminer les paramètres de paroi et analyser le comportement du 
tenseur de Reynolds dans la zone de paroi et près de la surface libre.  
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3.2 Dispositif expérimental et technique de mesure  
 
3.2.1 Le canal et ces annexes 
 
Le dispositif expérimental (figure 3.1) a été mis en place durant la thèse de Labiod (2005). Il est 
composé d’un canal rectangulaire, à ciel ouvert, ayant 13.5 m de longueur,  une hauteur égale à 
0.2 m et une largeur de 0.52 m. La pente du canal étant réglable et elle varie entre 0 et 1%. Une 
boucle de circulation (stable) de l’eau est assurée par une électropompe de puissance 3.5 KW et 
fournissant un débit maximal de 50 l/s. Cette  pompe refoule l’eau, à travers une conduite de 
diamètre intérieur de 125mm, d’une cuve de capacité 3500 L, placée à l’aval du canal, vers une 
autre à l’amont de capacité 600 L. Cette dernière est équipée d’une grille, en acier, placée 
horizontalement en face d’un jet d’eau vertical provenant de la conduite d’alimentation. Un disque 
de 20 cm de diamètre a été collé au centre de la grille afin d’amortir la force du jet. L’énergie, 
assez importante de l’écoulement ascendant, est encore dissipée par la présence d’une couche de 
cailloux de taille moyenne placée au-dessus de la grille horizontale. Afin d’assurer une meilleure  
tranquillisation et homogénéisation de l’écoulement dans la section de mesure, une autre grille, en 
nids d’abeille, à été placée perpendiculairement à la direction de l’écoulement et à été  suivie d’un 
convergeant, monté à l’entrée du canal. Au niveau de la section de mesure, située à une distance  
x = 9.5 m de l’entrée et sur les parois latérales (en tôle) du canal, ont été implantées deux fenêtres 
en verre permettant des mesures de vitesse au moyen d'un Anémomètre Laser Doppler. La 
distance x = 9.5 m satisfait bien la condition suffisante pour atteindre un régime pleinement 
développé dans la section de mesure (Ranga Ragu & al., 2000). Une vanne et un by-pass, montés 
sur la conduite d’alimentation, contrôlent le débit alors que sa mesure est assurée par un 
débitmètre électromagnétique. Le tirant d’eau est maintenu constant au moyen d’un clapet situé à 
l’aval du canal. 
Pour repérer correctement la position du volume de mesure, par rapport au sommet des barrettes 
(notre référence z=0), nous avons utilisé un cathétomètre dont la précision est de 1/100 mm. 
 
 
Figure 3.1   Montage expérimental : le canal et ces annexes 
 
3.2.2 Configuration de la rugosité 
 
Sur le fond, initialement lisse, et dans la partie centrale du canal, nous avons collé, suivant la 
direction longitudinale de l’écoulement et à des intervalles réguliers de 6 cm, des barrettes 
parallélépipédiques d’épaisseur 0.5cm, de largeur 3cm et de longueur 18 cm (soit environ le tiers 
de la largeur du canal). Entre les parois latérales et la zone d’implantation des barrettes, nous 
avons recouvert le fond du canal par de longues plaques en PVC (de même épaisseur 0.5 cm) de 
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telle sorte que les bords du canal et les barrettes forment une succession de cavités  suivant la 
direction de l’écoulement (Figure 3.2). Ainsi, nous réalisons un fond à fort contraste transversal 
de rugosité, objet de notre étude. 
 
 
Figure 3.2   Configuration inhomogène de la rugosité utilisée 
 
 
3.2.3 Technique de mesure par Anémométrie Laser Doppler à deux composantes 
 
Plusieurs moyens de mesure de la turbulence sont disponibles à l’IMFT : Anémométrie Laser 
Doppler 1D et 2D, Vélocimétrie par Image de Particule, Anémométrie Acoustique Doppler et 
Anémométrie à Film Chaud. La technique par vélocimétrie laser à double composante a été 
choisie parce qu’elle permet de mesurer simultanément deux composantes de vitesse, en créant 
deux volumes de mesure coïncidents et formant deux réseaux de franges perpendiculaires. On 
peut ainsi accéder aux contraintes de cisaillement. D’autre part, la vélocimétrie laser s’est révélée 
compétitive pour les mesures dans l’eau, vis à vis des autres techniques de mesures, tel que 
l’anémométrie à film chaud, en ce qui concerne la précision des mesures et la rapidité des 
acquisitions et du traitement des données. De plus, cette méthode semble être plus adaptée à 
l’étude des écoulements présentant des structures multicellulaires et des zones de  production de 
fortes intensités turbulentes. 
a) Principe de mesure 
La mesure de la vitesse par l’anémométrie laser Doppler à doubles composantes  est, comme son 
nom l’indique, basée sur le phénomène Doppler. A la sortie de la source laser (figure 3.3), un 
système optique formé de prismes permet de séparer le faisceau incident en deux raies de 
longueurs d’onde différentes (la verte et la bleue). Chacune de ces deux raies, verte et bleue, 
passera par un second prisme, et sera séparée en deux faisceaux d’égales intensités et parfaitement 
parallèles à l’axe optique. L’un des deux faisceaux, sera ensuite diffracté par le réseau 
cristallographique d’une cellule de Bragg oscillant à une fréquence ν égale à +40MHz. Au moyen 
d’un couplage avec des fibres optiques, les quatre faisceaux seront acheminés vers une optique 
déportée 60X61 (figure 3.3). Dans cette dernière, les deux paires de faisceaux de longueurs 
d’onde différentes (chaque paire est formée d’un faisceau transformé par la cellule de Bragg et 
d’un autre non transformé) passent par une lentille de transmission, de distance focale 310 mm, et 
convergent vers le même point focal, fournissant un volume de mesure avec deux réseaux de 
franges d’interférences perpendiculaires et de couleurs différentes. Lorsqu’une particule très fine, 
se déplaçant avec la vitesse locale de l’écoulement, traverse ce volume de mesure, elle disperse la 
lumière qu’elle reçoit à une fréquence modifiée. La lumière rétro diffusée est focalisée par une 
lentille de réception achromatique vers un filtre spatial, ce qui permet d’éliminer les lumières 
parasites. Derrière le filtre spatial, la séparation, en couleurs, est assurée par un prisme suivi d’une 
paire de filtres interférentiels, centrés respectivement sur les raies verte et bleue du laser. Deux 
photomultiplicateurs captent la lumière issue de chaque réseau de frange et la convertie en un 
signal électrique dont la modulation est directement proportionnelle à la fréquence Doppler ( Df ). 
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Figure 3.3  Chaîne de mesure ADL (2D) et principe de fonctionnement 
 
Ce signal est ensuite amplifié, par émission d’électrons secondaires, et traité par un appareil 
appelé BSA (Burst Spectrum Analyser). Une Fonction de Transformation de Fourier (FFT) est 
alors appliquée à ce signal et on a ainsi un calcul en temps réel du spectre de puissance du signal 
Doppler, dont la fréquence ( Df ) est déterminée par la position du pic central. Cette fréquence 
Doppler ( Df ), est analogue à la vitesse de la particule. La relation d’analogie, donnée par 
l’équation (3.1), fourni la valeur locale de la vitesse. ( )
i
D
2/sin2uf λ
θ=           (3.1) 
Où  u  représente la projection de la vitesse U dans une direction perpendiculaire aux franges 
d’interférence, λ la longueur d’onde et θ l’angle d’incidence des deux faisceaux laser. La 
détermination du signe de la vitesse est obtenue en imposant le défilement du réseau de franges au 
moyen d’une cellule de Bragg excitée à une fréquence  +40 MHz. La visualisation des résultats et 
leur stockage s’effectuent sur un PC d’acquisition, équipé du logiciel Burstware 2.00 développé 
par DANTEC. 
b) La source laser 
La source lumineuse est un laser Argon ionisé Spectra Physics modèle 2017-04S. En anémométrie 
laser Doppler à double composante, il devient impératif que la source possède plusieurs raies 
d’émission dont on utilise les plus intenses. Dans le cas du laser argon utilisé, la puissance 
lumineuse qui peut atteindre 4 watts en émission "toutes raies" atteint environ 1.5 watts sur la raie 
verte de longueur d’onde λ = 514.5 nm et 1 watt sur la raie bleue de longueur d’onde                    
λ = 488.0 nm. 
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c) Le volume de mesure 
Passant par la lentille de transmission, les faisceaux convergent dans un volume de mesure de 
petites dimensions. En vélocimétrie laser, ce volume de mesure est une zone immatérielle 
commune aux faisceaux incidents. Il joue véritablement le rôle du capteur. Sa géométrie, sa 
position, le contraste des franges d’interférence qui s’y trouvent, influent directement sur la valeur 
du rapport signal/bruit. La forme du volume de mesure est un ellipsoïde de révolution (figure 3.4) 
définie par les dimensions Xδ , Yδ  et Zδ . Conformément aux caractéristiques des deux raies 
utilisées et du système optique utilisé, nos mesures ont été collectées dans un volume de mesure 
dont les dimensions sont les suivantes : 
 
-    Pour la raie bleue,  mm161.0X =δ  ; mm648.2Y =δ  et  mm161.0Z =δ  
-    Pour la raie verte,  mm17.0X =δ  ; mm792.2Y =δ  et  mm17.0Z =δ  
 δy
δx 
δz X 
Y 
Z 
 
Figure 3.4   Le volume de mesure 
d) L’ensemencement  
 Bien que l’eau contienne naturellement à l’origine de nombreuses particules, la présence d’une 
concentration suffisante en particules solides ou bien liquides qui matérialisent le mouvement du 
fluide s’avère nécessaire pour un meilleur fonctionnement du vélocimètre laser. Ces particules 
doivent avoir une taille plus petite que la largeur des franges comme le cas des particules 
d’Iriodine utilisées lors de nos mesures et dont le diamètre ne dépasse pas 1 micron. A son 
passage par le volume de mesure, une particule d’ensemencement disperse la lumière dans toutes 
les directions, suivant la distribution polaire présentée sur la figure 3.5. L’intensité diffusée étant 
maximale dans la direction d’émission de la lumière. D’autre part, la présence de zones de 
recirculation conduit à une concentration plus élevée en particules qui peut être à l’origine de biais 
sur les mesures, suite à cet ensemencement préférentiel. 
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Figure 3.5   Distribution polaire de l’intensité de la lumière dispersée par une particule 
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3.3 Définition des expériences  
 
3.3.1 Conditions des mesures  
a) Paramètres d’acquisition  
Lors de l’acquisition, les deux BSA fonctionnent en mode coïncidence et par conséquent, le signal 
résultant de chaque BSA n’est accepté que lorsqu’il est validé par les deux. Ainsi, les deux 
composantes de vitesse U et W sont mesurées instantanément. Sur la figure 3.6, nous 
représentons, pour un point de mesure, l’évolution de la moyenne (a) et de l’écart type (b), 
cumulés de la vitesse, en fonction du temps d’acquisition. On remarque que des valeurs stables 
sont assurées à partir d’un temps d’acquisition égal à 3 minutes. Dans nos mesures, les vitesses 
instantanées en un point sont prises avec une fréquence d’échantillonnage de l’ordre de 100 Hz, 
soit un temps d’acquisition de 4 minutes et un nombre d’échantillons égal à 24000. Cette 
fréquence est suffisante pour mesurer la turbulence dans des écoulements à surface libre (Nezu & 
al., 1993).  
  
Figure 3.6   Détermination du temps d’acquisition : (a) moyenne cumulée ; (b) écart type cumulé 
 
Au moyen du logiciel Burstware 2.00, nous avons calculé pour chaque composante de vitesse et 
sur les 24000 échantillons acquis, les valeurs moyennes, données par l’équation (3.2), les 
variances, exprimées par (3.3) et le moment croisé, formulé par (3.4).  
∑
=
= N
1i
iUN
1U   et   ∑
=
= N
1i
iWN
1W         (3.2)  
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1w       (3.3) 
∑
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1i
ii )WW()UU(N
1uw         (3.4)  
Où, Ui et Wi désignent les vitesses instantanées mesurées et N est le nombre d’échantillons qui 
vaut 24000 dans nos mesures. 
b) Section de mesure 
D’après l’étude de Labiod (2005) le long d’un élément de rugosité (9cm), dans la verticale S2, au 
centre de la cavité (figure 3.7), les profils de la vitesse moyenne longitudinale et des contraintes 
de Reynolds étaient représentatives, dans la zone d’écoulement pleinement développé, de 
l’écoulement moyenné le long d’un élément de rugosité. Ceci ne peut être vrai pour la composante 
verticale de vitesse, en particulier dans la zone centrale du canal où elle est fortement influencée 
par la forme des éléments de rugosité utilisés. Compte tenu de ces constatations, nous avons mené 
Chapitre 3.  Etude expérimentale d’un écoulement à surface libre sur un fond de rugosité inhomogène 
 
 
 
89
nous mesures principalement dans la section S2, mais la composante verticale de vitesse ainsi que 
la structure correspondante des écoulements secondaires ont été caractérisées également dans la 
section S4, au droit d’une barrette.  
Après avoir effectué quelques profils, verticaux, pour approuver la symétrie de l’écoulement par 
rapport à l’axe longitudinal du canal, notre section de mesure est réduite à la demi-largeur de ce 
dernier, soit 26 cm. Dans cette section, et depuis le centre du canal ( 0y = ), nous avons mesuré, à 
intervalles réguliers de 1cm jusqu’à la paroi latérale, 26 profils verticaux de la composante 
longitudinale de la vitesse moyenne U, de la composante verticale W, des fluctuations 
correspondantes 2u et 2w  ainsi que de la contrainte de cisaillement uw− . Dans la zone centrale 
du canal, à cause de l’intersection des faisceaux avec  la paroi du fond et la surface libre, les 
composantes verticales n’ont pu être collectées qu’à une distance de 13mm de ces surfaces. La 
composante longitudinale peut être mesurée, dans ces zones, par l’emploi d’une seule raie 
horizontale. 
 
 
Figure 3.7   Coupe suivant l’axe longitudinale du canal : Positions des sections de mesure 
 
L’espacement vertical entre les points de mesure a été choisi égal à 1mm, au voisinage de la paroi 
du fond qui représente la zone à fort gradient de vitesse. A partir d’une hauteur de l’ordre de 10 %  
du tirant d’eau, cet espacement est fixé à 4 mm. 
Les déplacements, le long de la transversale et suivant la verticale, sont assurés par un chariot sur 
lequel a été montée l’optique déportée. Cette dernière est fixée sur des platines de translation 
ayant des rails de guidage permettant des mouvements dans les trois directions : X, la direction 
longitudinale de l’écoulement, Y  la direction suivant la largeur du canal et Z la verticale. 
L’ensemble des platines est bloqué sur une table suffisamment massive pour éliminer tout risque 
de vibrations.  
 
3.3.2 Conditions hydrodynamiques  
 
Dans nos expériences, la pente du canal a été fixée à I = 0.002. Le débit d’eau égal à  22 l/s et le 
tirant d’eau égal à 7.8 cm, par rapport au sommet des barrettes,  ont été choisis de façon à assurer 
un écoulement uniforme, à hauteur constante, le long du canal. La section de mesure est située à 
9.5 m de l’entrée. Cette distance est suffisante pour satisfaire la condition nécessaire pour 
atteindre un régime pleinement développé (Ranga Raju & al. 2000).  
Dans le tableau 3.1, nous résumons les principales caractéristiques hydrodynamiques de 
l’écoulement étudié. Nous désignons par h le tirant d’eau, mesuré à partir du sommet des 
barrettes, B la largeur du canal, Rh le rayon hydraulique, Q le débit, Um la vitesse débitante, Fr le 
nombre de Froude ( gh/UFr m= ) et  Re  le nombre de Reynolds ( ν= /UR4R mhe ).  
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Tableau 3.1 : Caractéristiques hydrodynamiques de l’écoulement étudié 
Pente h (cm) B (cm) B/h Rh (cm) Q (l/s) Um (cm/s) Fr Re .105 
0.002 7.8 52 6.7 6.0 22 54.2 0.617 1.296 
 
3.4 Résultats expérimentaux 
 
3.4.1 Champs de vitesses et des contraintes de Reynolds 
a) Champs de vitesses  
Sur les figures 3.8 et 3.9, on a tracé, respectivement, les profils verticaux de la vitesse moyenne 
longitudinale, au-dessus de la zone rugueuse et au-dessus de la zone lisse. Compte tenu du 
nombre de verticales de mesures et pour une meilleure présentation des résultats, les profils au 
niveau de chaque zone, avec un pas transversal de deux centimètres, sont présentés sur deux 
graphes séparés. Pour toutes ces figures, l’origine de la coordonnée verticale désigne le sommet 
des barrettes. 
    
Figure 3.8  Profils verticaux de la vitesse longitudinale au-dessus de la zone rugueuse 
     
Figure 3.9  Profils verticaux de la vitesse longitudinale au-dessus de la zone lisse 
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La variation transversale de la vitesse est plus importante au-dessus de la paroi rugueuse qu’au-
dessus de la paroi lisse.  Cet effet apparaît nettement sur la figure 3.10, où nous reportons la 
distribution transversale de la vitesse débitante  < U > sur chaque verticale. La composante 
longitudinale de vitesse présente ces plus faibles niveaux dans la zone centrale du canal, où 
l’écoulement est freiné par la présence des barrettes, et augmente progressivement jusqu’à la 
section y=9, de passage vers la zone lisse. À partir de cette section et jusqu’à y=18 (figure 3.9), 
l’écart entre les profils de vitesse devient minimal traduisant ainsi le palier sur la distribution 
transversale du débit, dans cette zone (figure 3.10). A l’approche de la paroi latérale, l’écoulement 
est de nouveau freiné, la vitesse U diminue rapidement et l’écart entre les profils de vitesse 
réapparaît.   
Nous notons également, sur ces profils, un enfoncement du maximum de vitesse au-dessous de la 
surface libre, dans la zone 9y6 <<  et, plus marqué, dans la zone 25y19 << . Ce comportement 
traduit un retardement de l’écoulement au voisinage de la surface libre et c’est une conséquence 
directe de la présence des écoulements secondaires dans ces zones.  
 
Figure 3.10  Distribution transversale de la vitesse débitante sur chaque verticale 
 
Examinons donc la structure des écoulements secondaires, obtenue à partir des mesures de la 
composante verticale W de la vitesse moyenne. 
Les figures 3.11 présentent un ensemble de profils transversaux, W(y), tracés le long de parallèles 
au fond du canal, z=Constante. Cette représentation indique, de façon plus explicite que le tracé 
de profils verticaux W(z), l’organisation cellulaire des écoulements secondaires et permet de 
vérifier visuellement la conservation de la masse. En effet, en écoulement développé, l’intégration 
suivant y de l’équation (1.4) de conservation de la masse conduit, compte tenu des conditions aux 
limites aux parois et à la surface libre, au résultat :   
  
∂V
∂y dy0
b∫
=0
1 2 4 3 4 
+ ∂W∂z0
b∫ dy = 0  ⇒ ∂∂z ( Wdy0
b∫ = 0) ⇒  Wdy
0
b∫ = 0     (3.5) 
Chaque figure présente deux séries de mesures de W, réalisées dans les sections S2 et S4 situées 
au-dessus d’un élément de rugosité comme indiqué sur la figure 3.7. Sur ces figures, les courbes 
en trait continu représentent des résultats de simulations numériques commentées au chapitre 4. 
Notons que les profils simulés vérifient avec précision la conservation de la masse, 
  
Wdy
0
b∫ = 0, ce 
qui n’est pas le cas des résultats expérimentaux : relativement au débit recyclé à travers chaque 
horizontale, l’écart dans la conservation de la masse  n’excède pas 13% pour la série de mesure 
dans la section S4 et 16% dans la section S2. En fait, les mesures dans la section S2 conduisent à 
des valeurs de W liées à la forme des trajectoires au-dessus de la cavité de l’élément de rugosité, 
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effet qui disparaîtrait dans un profil déterminé par intégration sur la longueur de l’élément de 
rugosité. L’on observe d’ailleurs qu’au-dessus de la partie lisse de la paroi (y>9 cm) les résultats 
des mesures en S2 et S4 sont beaucoup plus proches. En conclusion on peut dire que les mesures 
de la composante W uniquement dans les sections  S2 et S4 sont insuffisantes pour déterminer la 
valeur moyenne de W correspondant à l’écoulement pleinement développé obtenue par 
intégration suivant x le long de l’élément de rugosité. 
     
     
     
Figure 3.11  Profils transversaux de la composante verticale de la vitesse moyenne 
 
Néanmoins, l’ensemble des profils de W représentés sur la figure 3.11 caractérise bien 
l’organisation des écoulements secondaires : on observe, notamment, la présence d’une cellule 
centrale  orientée, près du fond du canal, de la zone centrale rugueuse vers la zone latérale lisse. 
De même, nous constatons qu’au-dessus de la zone rugueuse, au centre du canal, la composante 
W est positive  à partir de z=2 cm jusqu’à la surface libre ce qui semble indiquer la présence au 
centre du canal d’une cellule contrarotative vis-à-vis de la cellule centrale.  
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Ces conclusions sont confirmées sur la figure 3.12 où nous représentons, sous forme vectorielle, 
le champ de vitesse de l’écoulement secondaire de composantes V, W, où la composante V a été 
obtenue à partir des mesures de W et de l’intégration de l’équation de conservation de la masse 
(1.4). Nous avons tracé les deux champs obtenus à partir des mesures dans la section S2, figure 
3.12-a et dans la section S4, figure 3.12-b. Les deux figures donnent des structures d’écoulement 
secondaire qualitativement semblables, les différences renvoyant aux remarques précédentes sur 
le caractère local des mesures dans les sections S2 et S4. 
La cellule principale occupe la majeure partie de la section ; orientée au fond, de la zone rugueuse 
vers la zone lisse, elle remonte dans la zone  15 cm < y <19 cm pour fusionner avec la cellule de 
coin (paroi du fond/paroi latérale) ; elle rejoint la cellule de surface, caractérisée par d’importants 
écoulements ascendants le long de la paroi latérale, (  y = 25 cm), puis parallèles à la surface libre.  
Le raccordement entre la cellule principale et la cellule contrarotative située au centre du canal est 
localisé, au fond du canal, à environ y=3 cm. 
 
 
 
Figure 3.12  Structure des écoulements secondaires : 
(a) d’après les mesures dans la section S2 – (b) d’après les mesure dans la section S4 
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La figure 3.13 présente la carte des courbes isovitesses  U=Constante exprimée en m/s : la 
structure de l’écoulement longitudinal dans chaque section dépend fortement du contraste de 
rugosité qui contribue notamment à éloigner le maximum de vitesse du centre du canal ; dans ces 
conditions il est difficile d’évaluer l’impact de l’organisation multicellulaire des écoulements 
secondaires dans la zone centrale du canal. Par contre, la forme des isovitesses dans la zone du 
coin correspond bien aux effets attendus de la cellule de surface qui transporte le fluide de faible 
quantité de mouvement de la paroi latérale vers la zone centrale du canal et celui de grande 
quantité de mouvement de la surface libre vers le fond.  
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Figure 3.13  Courbes isovitesses U=Constante (m/s) 
b) Champs des contraintes de Reynolds 
 
Sur les figures 3.14 à 3.17 sont tracés les profils verticaux, sur toute la section de mesure, des 
fluctuations, longitudinale et verticale, de vitesse. Ces fluctuations sont maximales dans la zone de 
surface et diminuent vers la surface libre.  
Premier trait marquant, l’intensité des fluctuations est approximativement deux fois plus forte au-
dessus de la zone rugueuse qu’au-dessus de la zone lisse. Cet écart considérable résulte d’une 
forte diminution de la production de turbulence, elle-même conséquence de la diminution du 
frottement sur le fond du canal à cause du changement de rugosité. Une analyse plus détaillée du 
comportement des fluctuations longitudinale et verticale est présentée par la suite dans l’étude des 
lois de similitude des contraintes de Reynolds. 
 
Figure 3.14  Fluctuations de la composante longitudinale de la vitesse  
au-dessus de la zone rugueuse 
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Figure 3.15  Fluctuations de la composante longitudinale de la vitesse au-dessus de la zone lisse 
  
Figure 3.16  Fluctuations de la composante verticale de la vitesse au-dessus de la zone rugueuse 
      
Figure 3.17  Fluctuations de la composante verticale de la vitesse au-dessus de la zone lisse 
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Sur les figures 3.18 et 3.19, l’évolution transversale des profils verticaux de la contrainte de 
cisaillement turbulente confirme la forte diminution du frottement à la paroi entre la zone 
rugueuse et la zone lisse. Au changement brusque de rugosité, nous observons des valeurs 
supérieures  à   0.0015 m
2s−2 pour y < 9 et des valeurs inférieures à  0.008 m2s−2  pour y >11.  
Dans la zone de paroi, au-dessus de la zone lisse (figure 3.19), les profils de la contrainte de 
cisaillement se rassemblent, ce qui indique un frottement pariétal quasiment constant dans cette 
zone. Notons également que les profils de  −uw  présentent souvent des écarts par rapport au 
profil linéaire attendu en écoulement parallèle : c’est la signature la plus significative de la 
présence des écoulements secondaires et de leur effet sur le transport de quantité de mouvement 
longitudinale. La contrainte de cisaillement présente une distribution convexe en présence 
d’écoulements secondaires ascendants ( 2y0 << , figure 3.18) et concave lorsque ces écoulements 
sont descendants ( 9y4 << , figure 3.18). Les profils sont quasi linéaires au niveau d’un centre de 
cellule ( 3y = , figure 3.18). Les valeurs négatives de uw− , signalées à l’approche de la paroi 
latérale (figure 3.19), sont dues principalement à l’orientation et l’intensité de la cellule de surface 
et à l’enfoncement du maximum de vitesse sous la surface libre.  
  
Figure 3.18  Contrainte turbulente de cisaillement au-dessus de la zone rugueuse 
      
Figure 3.19  Contrainte turbulente de cisaillement au-dessus de la zone lisse 
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3.4.2 Paramètres de paroi 
a) Détermination des paramètres de paroi 
 
La formulation de la loi logarithmique (1.17) ou (1.18) nécessite de déterminer la vitesse de 
frottement u*, la position de l’origine  z0 de la loi logarithmique, et une fonction de la rugosité 
  C(KS
+ )ou )K(B Sr + . 
Dans la formulation en nombre de Reynolds, la loi logarithmique de vitesse s’écrit en effet : 
)C(K)
)z+(zu
(Ln1u/UU S
0 +∗∗+ +νκ==          (3.6) 
Pour déterminer   u
∗,  z0 ,  C le long de la paroi du fond nous adoptons, au-dessus de la zone 
rugueuse, la méthodologie mise en œuvre par Labiod (2005). Selon cette approche, la 
détermination de ces trois paramètres se fait en trois étapes. Dans une première étape, nous 
déterminons les couples   (u
∗ ,z0 ) qui vérifient la pente de la loi logarithmique avec un  coefficient 
de corrélation au moins égal à 0.99, en s’appuyant sur l’analyse par régression linéaire de la 
relation   U → κ−1u*Ln(z + z0 )  pour chaque profil vertical de vitesse. Sur la figure 3.20-a, sont 
représentés les couples  (u
∗ ,z0 ) ainsi déterminés dans la section y = 6 cm. 
Dans une seconde étape, nous extrapolons linéairement le profil de la contrainte de cisaillement 
  -uw  jusqu'à l'origine  z = z0, de la loi logarithmique (figure 3.20-b). Dans la dernière étape, nous 
reportons sur le même graphique la courbe représentant les couples  (u
∗ ,z0 ) qui vérifient la pente 
de la loi logarithmique et la droite représentant l’extrapolation de la contrainte de cisaillement. 
L’intersection entre ces deux droites détermine les valeurs de  u
∗  et  z0 pour le profil considéré 
(figure 3.20-c).  
En absence d’écoulements secondaires ou au centre d’une cellule, la contrainte de cisaillement 
admet une distribution quasi linéaire et l’extrapolation est réalisée sur tout le tirant d’eau (figure 
3.20-b ; y=3 cm). En dehors de  ces conditions, le profil de  −uw n’est plus linéaire et le choix de 
l’extrapolation conduit à différents couples  (u
∗ ,z0 ) et constitue ainsi le point douteux de cette 
méthode. Malgré cette incertitude, l’erreur sur la détermination du frottement ne dépasse pas 13% 
dans la zone la plus sensible )10y8( << . Sur la figure 3.20-d, nous représentons trois 
extrapolations possibles, dans la verticale y=10, et nous reportons les valeurs correspondantes de 
  u
∗  en cm/s et   z0 en mm.  
Au-dessus de la zone lisse, et à partir de l’abscisse où  z0 atteint une valeur nulle, on admet que 
l’origine z0 reste au sommet des barrettes (  z0 = 0). Par suite, la vitesse de frottement  u∗  est 
directement déduite de la loi logarithmique (3.6) appliquée, dans la zone de paroi, pour chaque 
profil de vitesse. Cette approche a été adoptée, également, pour la détermination de la distribution 
verticale du frottement sur la paroi latérale,  τL = ρuL*2. Aux valeurs de   u∗  et  z0 correspondent 
des valeurs de la fonction de rugosité )K(C S+  par la loi log (3.5).  
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Figure 3.20  Détermination des paramètres de paroi : (a) Couples  (u
∗ ,z0 ) vérifiant la loi 
logarithmique dans la section y=6 cm - (b) Extrapolation linéaire de la contrainte de cisaillement 
dans les sections y=3 cm et y=6 cm - (c) détermination de  u
∗  et  z0 dans la section y=6 
- (d) l’erreur sur la détermination du frottement dans la section y=10 
b) Distribution des paramètres de paroi 
Cette analyse a été appliquée aux 26 profils mesurés et les valeurs de C et z,u 0
∗ , sont regroupés 
dans le tableau 3.2.  
Sur les figures 3.21-a et 3.21-b, nous présentons, respectivement, l’évolution transversale de la 
vitesse de frottement  et de la contrainte de frottement,  τb = ρu*2 , normalisée par le frottement 
moyen,   < τ >= ρgIRh . LDA-2D désigne les résultats de la présente étude et LDA-1D renvoie aux 
mesures de Labiod (2005). Sur la paroi du fond, la distribution du frottement traduit une 
configuration fortement contrastée de rugosité avec en particulier une diminution assez nette au 
point de passage de la zone rugueuse vers la zone lisse (y=9). Le frottement est maximum au 
centre du canal (y=0). Au-dessus de la zone lisse, le frottement diminue progressivement vers la 
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paroi latérale. Cette forte hétérogénéité entre la zone lisse et la zone rugueuse du canal est en 
accord avec les fortes variations, déjà observées, de l’intensité des fluctuations turbulentes. Les 
deux essais, LDA-2D et LDA-1D, présentent des évolutions assez comparables avec un écart 
maximum de 4 %.  
 
Tableau 3.2 : Paramètres de paroi le long de la section de mesure 
 
0 5.40 6.20 -9.70 44.7 1741 3.22 8.50
1 5.30 5.20 -9.10 45.9 1361 2.57 8.50
2 5.20 4.90 -8.60 46.6 1109 2.13 8.50
3 5.00 4.60 -8.00 47.9 867 1.73 8.50
4 4.90 4.30 -7.40 49.5 678 1.38 8.50
5 4.85 3.60 -6.90 50.6 552 1.14 8.50
6 4.80 3.25 -6.50 51.8 469 0.98 8.50
7 4.70 2.90 -5.85 53.1 359 0.76 8.50
8 4.60 2.40 -5.60 53.9 324 0.70 8.50
9 4.50 1.75 -5.30 54.1 287 0.64 8.50
10 4.00 1.55 -3.30 54.9 126 0.32 8.50
11 3.20 0.50 0.90 55.6 28.6 0.089 9.08
12 3.00 0.25 2.10 55.6 19.3 0.064 9.32
13 3.00 0 2.60 55.7 16.2 0.054 9.39
14 2.90 0 2.90 55.8 14.5 0.050 9.42
15 2.90 0 3.40 55.9 11.9 0.041 9.44
16 2.85 0 3.60 55.9 10.9 0.038 9.43
17 2.80 0 3.80 56.2 10.0 0.036 9.41
18 2.80 0 4.10 56.0 8.6 0.031 9.34
19 2.80 0 4.30 56.5 7.7 0.027 9.28
20 2.75 0 4.60 56.7 6.4 0.023 9.14
21 2.70 0 4.90 56.4 5.3 0.019 8.95
22 2.70 0 5.00 56.1 4.9 0.018 8.87
23 2.65 0 5.10 55.2 4.6 0.017 8.80
24 2.60 0 5.10 53.2 4.6 0.018 8.80
25 2.55 0 5.10 49.1 4.6 0.018 8.80
  u
∗ (cm/s)   KS (cm) KS
+ C  B)cm(y )mm(z0 )s/m(U><
 
 
 
Sur la figure 3.21-c, nous reportons la distribution verticale du frottement sur la paroi latérale,  τL. 
Au bas de la paroi, le frottement   τL est minimal et il atteint sa valeur maximale à z=4 cm, puis 
décroît à l’approche de la surface libre. Cette évolution traduit l’influence des deux rouleaux de 
coin, de surface et de fond, orientés respectivement vers le haut et le bas le long de la paroi 
latérale comme indiqué par les figures 3.11 et 3.12. L’écart entre les deux essais à l’approche de la 
surface libre est dû, d’une part, à la position des points de mesure par rapport à la paroi latérale 
(1cm pour LDA-2D et 2cm pour LDA-1D), d’autre part, à l’intensité de la cellule de surface. 
Nous notons en effet, dans nos  expériences, des écoulements secondaires plus intenses que dans 
l’expérience de Labiod, en particulier au-dessus de la zone lisse. 
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Connaissant les distributions de   τb suivant y et de  τL suivant z, une vérification du bilan moyen 
de quantité de mouvement peut être effectuée. Pour cela, nous introduisons les frottements 
moyens suivants : 
Le frottement moyen sur le fond : 
  
< τb >= 1B τb−B / 2
B / 2∫ dy     (3.7-a) 
Le frottement moyen sur la paroi latérale : dz
h
1 h
0
LL ∫ τ>=τ<     (3.7-b) 
Le frottement moyen sur le périmètre mouillé, qui compte tenu du bilan de quantité de 
mouvement s’écrit: 
  
< τ >= B < τb > +2h < τL >
2h + B = ρgIRh      (3.8) 
 
 
 
Figure 3.21  Distribution de frottement pariétal : (a) Vitesse de frottement au fond ; 
(b) Contrainte de frottement sur le fond ; (c) Contrainte de frottement sur la paroi latérale 
 
L’intégration suivant y de  τb donne un frottement moyen  < τb >=1.38Pa  et l’intégration suivant 
z de   τL donne   < τL >= 0.65 Pa . Le bilan de quantité de mouvement (3.8) est ainsi vérifié avec un 
écart inférieur à 3% : les valeurs de   < τb >  et  < τL > donnent une valeur  < τ >=1.21Pa  alors que 
le bilan intégral dans la section donne   < τ >= ρgIRh =1.18 Pa .  
Sur la figure 3.22-a, la fonction de la rugosité C, tracée en fonction de l’ordonnée transversale 
sans dimension   ζ = 2y / B, est en bon accord avec l’évolution du profil de frottement. Nous notons 
en particulier une évolution d’un régime pleinement rugueux dans la zone centrale du canal  ζ = 0 
vers un régime lisse à l’approche de la paroi latérale  ζ =1. Dans la section  ζ = 0.35, le brusque 
accroissement de la fonction de rugosité traduit le changement de configuration de la paroi du 
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fond à y=9 cm. Notons aussi que les valeurs de la fonction C de la rugosité sont très proches des 
valeurs obtenues par Labiod dans ses expériences. 
 Sur la figure 3.22-b nous avons reporté la distribution transversale du décalage   z0/e  de l’origine 
de la loi logarithmique, normé par la profondeur e de l’élément de rugosité. Les résultats des deux 
séries d’essais sont très proches sauf de part et d’autre de la section y=9 où l’on observe des écarts 
un peu plus importants sans conséquence sur les valeurs de la vitesse de frottement et de la 
fonction de rugosité. 
 
Figure 3.22 Fonction de la rugosité (a) et décalage de l’origine de la loi logarithmique (b) 
c) Détermination de l’échelle caractéristique de rugosité  KS pour la paroi du fond  
 
Au-dessus de la zone rugueuse, d’après les valeurs de C, l’écoulement est en régime pleinement 
rugueux et l’échelle caractéristique de rugosité peut être déduite de l’équation (1.23) : 
C)](Bexp[=
Ku
K R
S
*
S −κν=
+         (3.9) 
Au-dessus de la zone lisse, les valeurs de C évoluent progressivement vers un régime lisse et la 
valeur C=5.1 est atteinte pour y>22 cm. Le passage du régime pleinement rugueux au régime lisse 
(0<C<5) donne lieu à un régime intermédiaire pour lequel les fonctions C et Br du nombre de 
rugosité n’ont pas de caractère universel. En suivant l’approche introduite par Ligrani & Moffat 
(1986), nous adoptons la relation (1.25) en choisissant d’affecter une rugosité équivalente en 
grains de sable de Nikuradse à la partie lisse de la paroi du fond. Le nombre de rugosité est alors 
déduit de la relation (1.25) en adoptant les valeurs (1.26-a) des constantes. Les distributions 
correspondantes  à )K(Bet)K(C SrS ++ sont représentées sur la figure 3.23.  
 
Figure 3.23 : Fonctions du nombre de rugosité   C(KS
+ ) et Br (KS+ )  
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Dans le tableau 3.2, nous reportons les valeurs de SK  et +SK  issues de cette analyse, pour toute la 
section transversale. Sur la figure 3.24, nous traçons la distribution du nombre de rugosité en 
fonction de ζ . La distribution de   KS+  montre une décroissance relativement plus rapide et 
continue, depuis l’axe du canal vers la paroi latérale. Le nombre de rugosité   KS
+  caractérise le 
type de rugosité d’où les évolutions très comparables entre LDA-2D et LDA-1D. Cette évolution 
confirme le fort contraste de rugosité dans la section transversale du canal.   
 
 
Figure 3.24 Distribution transversale du nombre de rugosité 
 
3.4.3 Loi logarithmique, loi déficitaire et loi de frottement  
 
Sur les figures 3.25 et 3.26, les profils de vitesse  U
+(Z+ ) sont tracés en coordonnées semi 
logarithmiques. Les droites en traits continus grisés correspondent à la loi logarithmique (3.5) 
avec les valeurs de   C et z0  données pour chaque verticale dans le tableau 3.2. 
 
 
Figure 3.25 Profils de vitesse  au-dessus de la zone rugueuse 
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Figure 3.26 Profils de vitesse au-dessus de la paroi lisse : profils verticaux intercalés (a) et (b). 
 
Dans la zone de recouvrement logarithmique, la loi déficitaire (1.12-b) s’exprime sous la forme : 
  
U+ − Umax+ = κ−1Ln Zhmax
+ E        (3.10) 
La distance   hmax définit la position du maximum de vitesse  Umax qui, en présence d’écoulements 
secondaires, n’est pas forcément situé sur la surface libre. Dans ces conditions, la formulation de 
la loi logarithmique dans la zone externe sous la forme (3.10) n’est pas très utile. Labiod (2005) 
propose de définir le déficit de vitesse par rapport à la vitesse <U> moyennée sur le tirant d’eau 
pour chaque profil vertical et d’exprimer la loi logarithmique sous la forme : 
U+− < U+ >= κ−1Lnξ + D         (3.11) 
Par référence à (3.10) la constante D relative à chaque profil vérifie la relation : 
 
  
D = Umax
+ − < U+ > +κ−1Ln h
hmax
+ E        (3.12) 
En fait l’intérêt de la formulation (3.11) est confirmé par les résultats expérimentaux présentés sur 
les figures 3.27 qui montrent un bon regroupement des profils de vitesse dans la zone 
logarithmique avec une valeur constante D=2.8 au-dessus de la zone rugueuse, figure 3.27-a, ainsi 
qu’au-dessus de la zone lisse, figure 3.27-b. 
 
Figure 3.27 Loi déficitaire : (a) au dessus de la zone rugueuse; (b)  au dessus de la zone lisse 
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Les formulations (3.5) et (3.11) de la loi logarithmique dans la zone de paroi et dans la zone 
déficitaire conduisent à la loi logarithmique de frottement. Définissons le coefficient de frottement 
sur le fond :  
  
cf = τb
0.5ρ < U >2 = 2
u*2
< U >2          (3.13) 
La combinaison des équations (3.6) et (3.11) conduit à la loi de frottement sous la forme 
implicite :  
  
2
cf
= 1κ Ln(
cf
2
Reh ) + C(KS+ ) - D        (3.14) 
où est introduit le nombre de Reynolds : 
  
Reh = (h + z0 ) < U >ν           (3.15) 
Notons que l’équation (3.14) permet de calculer le coefficient de frottement connaissant le tirant 
d’eau h, la vitesse débitante <U>(y) et la fonction C (y) caractéristique de la rugosité du fond. 
Dans la définition (3.15) du nombre de Reynolds, le décalage  z0 s’ajoute au tirant d’eau h mesuré 
par rapport au sommet des rugosités. De fait si l’on n’en tient pas compte l’écart maximal dans le 
calcul du coefficient de frottement n’excède pas 4%. 
La figure 3.28-a compare le coefficient de frottement expérimental,  cf exp, déterminé par (3.13) à 
partir des valeurs expérimentales de   u∗ et < U > , avec le calcul par la Loi Log (3.14) et (3.15)  
pour les deux essais LDA-2D et LDA-1D. La figure 3.28-b représente l’évolution transversale des 
coefficients expérimentaux et calculés pour les deux essais. Les deux figures indiquent une 
excellente concordance entre les valeurs expérimentales  et calculées par la Loi Log. 
 
Figure 3.28 Coefficient de frottement : 
(a) Comparaison entre valeurs expérimentales et valeurs calculées par la Loi Log (3.14) 
(b) Distribution transversale – Profils expérimentaux et profils calculés 
 
3.4.4 Lois de similitude des contraintes de Reynolds 
a) Comportement de la contrainte de cisaillement  
Les figures 3.29 présentent, sous forme non dimensionnelle, l’évolution transversale des profils 
verticaux de la contrainte turbulente de cisaillement normée par la vitesse de frottement, 
  −uw / u∗2 , en fonction de la variable externe  ξ = (z + z0 )/(h + z0 ) . Ces figures traduisent bien le 
rôle majeur des écoulements secondaires dans le transport de la quantité de mouvement 
longitudinale, comme indiqué par l’équation (1.3-a). L’importance de ces interactions est 
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soulignée par les écarts entre les profils mesurés et la droite  −uw/u∗2 =1− ξ qui représente le 
profil vertical dans le cas d’un écoulement 1D-parallèle ou le long de l’axe de symétrie d’une 
cellule. Ces écarts peuvent être ainsi mis en relation avec l’organisation multicellulaire des 
mouvements secondaires.  
Dans la partie centrale du canal (  0 < y < 2), les profils de  −uw / u∗2  se situent, sur la totalité du 
tirant d’eau, légèrement au-dessus de la droite ce qui est en concordance avec la présence des 
écoulements secondaires ascendants dans cette zone (figure 3.12). La droite en trait discontinue 
représente l’extrapolation linéaire relative à la verticale dans l’axe (y=0), où W admet sa plus forte 
valeur positive. À y=3cm, le profil devient quasiment linéaire, en accord avec la position de l’axe 
de la cellule centrale (figure 3.12).  
 
 
    
 
Figure 3.29  Lois de similitude pour la contrainte de cisaillement :  
(a) au dessus de la zone rugueuse ; (b) au dessus de la zone lisse 
 
Au-dessus de la zone 10y4 << , les vitesses verticales descendantes expliquent la différence 
importante par rapport à la loi linéaire. Ces écarts sont maxima  à la verticale y=8 comme 
l’indique la droite en trait discontinu d’extrapolation dans la zone de paroi (figure 3.29-a).  
 
Chapitre 3.  Etude expérimentale d’un écoulement à surface libre sur un fond de rugosité inhomogène 
 
 
 
106 
 
 
Au-dessus de la zone lisse (figure 3.29-b), le centre de la cellule principale, forcée par le gradient 
de rugosité (figure 3.12), a tendance à ramener les profils de 2*u/uw−  à des allures quasiment 
linéaires, dans la zone 13y11 << . Le long des verticales 19y14 << , nous notons une remontée 
des écoulements secondaires, ce qui explique la déviation au-dessus de la loi linéaire de la 
contrainte de cisaillement. À l’approche de la paroi latérale la convexité des profils s’atténue près 
du fond et l’effet de la cellule de surface, gouvernée par des vitesses latérales importantes, 
apparaît clairement. L’organisation du champ de la contrainte de cisaillement, à cause de son 
impact sur la production de turbulence, explique en grande partie l’évolution des composantes 
normales du tenseur de Reynolds comme nous allons l’analyser par la suite.   
b) Comportement des composantes normales du tenseur de Reynolds 
 
Les figures 3.30 présentent l’évolution transversale des profils verticaux des fluctuations 
longitudinales   u2 / u∗2. Nous avons reporté sur ces graphes des courbes empiriques qui 
regroupent des résultats d’expériences d’écoulements à surface libre. La courbe notée « expo.(a) » 
est représentative des expériences de Nezu & Rodi (1986) en canal ouvert lisse ; elle est de la 
forme : 
  
u2
u∗2
= Du 1− exp(− Z
+
B0
)
⎛ 
⎝ 
⎜ ⎜ 
⎞ 
⎠ 
⎟ ⎟ exp(−λuξ) + 0.3Z+exp(−
Z+
B0
)
⎡ 
⎣ 
⎢ 
⎢ 
⎤ 
⎦ 
⎥ 
⎥ 
2
     (3.16) 
Pour les grandes valeurs de   Z+ , l’expression (3.16) tend vers l’exponentielle : 
  
u2
u∗2
= Duexp(−λuξ)[ ]2        (3.17) 
Les variables externe et interne vérifient la relation  ξ = Re∗−1Z+ . Pour le calcul de la courbe expo. 
(a), les constantes empiriques   Du ,  λu et B0 valent respectivement, 2.3, 0.88 et 10 ; la courbe 
expo.(a) lisse les mesures LDA-1D (Labiod, 2005) au dessus de la zone lisse. L’exponentielle 
« expo.(b) », définie par (3.17) avec ,  Du = 2.2  et   λu = 0.88 est également tracée sur les figures 
3.30 : dans les essais de Labiod, la courbe « expo.(b) » caractérise l’évolution de   u2 / u∗2 au-
dessus de la zone rugueuse, près de la paroi, lorsque les effets des écoulements secondaires sur la 
contrainte de cisaillement ne sont pas très marqués (profil quasi linéaire de la contrainte de 
cisaillement). 
La figure 3.30-a montre que dans la zone de paroi au-dessus de la zone rugueuse du canal, les 
niveaux de l’intensité turbulente sont plus faibles que la loi exponentielle (a). Ce comportement 
est attendu puisqu’on est en régime d’écoulement pleinement rugueux. Pour tous les profils, la 
valeur standard 1.4u/u 2*2 ≈  atteinte à la paroi atteste de la bonne estimation de la vitesse de 
frottement ainsi que des paramètres de paroi, au dessus de cette zone. Nous notons aussi que les 
profils sont plus dispersés dans la zone centrale de l’écoulement, sous l’effet de la baisse de 
production liée à la diminution de la contrainte de cisaillement (figure 3.29-a), et se regroupent à 
l’approche de la surface libre, où l’on signale un niveau de la fluctuation longitudinale 
relativement important. Ce niveau provient probablement du transport advectif de turbulence, par 
les écoulements secondaires, et d’une contribution de la déformation de la surface libre. Ceci 
attribue à notre rugosité modèle le caractère de macro rugosité. Plus loin, nous analyserons de 
prés le comportement de la fluctuation longitudinale, dans la zone de proche paroi, au dessus des 
zones rugueuse et lisse. 
Chapitre 3.  Etude expérimentale d’un écoulement à surface libre sur un fond de rugosité inhomogène 
 
 
 
107
 
    
Figure 3.30  Lois de similitude pour la fluctuation longitudinale :  
(a) au dessus de la zone rugueuse ; (b) au dessus de la zone lisse 
 
Sur la figure 3.30-b et dans la section 19y11 <<  nous signalons des évolutions au-dessus du 
comportement de l’exponentielle (a), relative à une distribution linéaire de la contrainte de 
cisaillement. Cette tendance, en accord avec l’augmentation du gradient vertical de la contrainte 
de cisaillement (figure 3.29-b), traduit une surproduction de turbulence par le cisaillement vertical 
du mouvement moyen. A l’approche de la paroi latérale )20y( > , dans la zone de paroi 
( 35.0<ξ ), la production de turbulence par le gradient vertical de la contrainte de cisaillement est 
atténuée et la loi exponentielle (a) restitue bien le comportement de la contrainte normale 
2*2 u/u . Dans la zone de surface, c’est la production par le cisaillement transversal et le gradient 
latéral de la vitesse moyenne qui sont à l’origine de la forte augmentation de l’intensité turbulente, 
en particulier pour les profils y=24 et y=25.   
L’évolution de la composante verticale 2*2 u/w , présentée sur la figure 3.31, confirme les 
comportements décelés pour la composante longitudinale avec, en particulier, une forte dispersion 
des profils au dessus de la zone rugueuse liée à la diminution de l’intensité turbulente, une 
augmentation du niveaux de la fluctuation verticale au dessus de la zone lisse ( 19y11 << ) suite à 
une surproduction de turbulence et une forte influence de la production par le cisaillement latéral 
à l’approche de la paroi latérale ( 20y > ). 
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Figure 3.31  Lois de similitude pour la fluctuation verticale : (a) au-dessus de la zone rugueuse ;     
(b) et (c) profils intercalés au-dessus de la zone lisse 
 
c) Comportement de la contrainte longitudinale dans la zone de paroi 
 
La figure 3.32 présente l’évolution de la fluctuation longitudinale dans la zone de proche paroi, 
au-dessus de la partie rugueuse du canal. Dans la zone centrale du canal, 4y0 << , (figure 3.32-
a), l’intensité des fluctuations au voisinage immédiat de la paroi, 15.0<ξ , présente une 
diminution sensible par rapport à la courbe expo.(b) où se regroupaient les résultats de Labiod 
(LDA-1D). Il s’agit d’un biais de nos mesures, attribuable probablement à la présence d’une zone 
de recirculation où l’ensemencement devient préférentiel. D’autre part le signal rétro diffusé, 
moins intense qu’en diffusion directe, (figure 3.5), perd en intensité au voisinage immédiat de la 
paroi et peut aussi expliquer ce biais. Nous pensons que dans cette zone de forte intensité 
turbulente, la mesure par diffusion directe (LDA-1D) est plus efficace. En dehors de cette zone et 
dans la plage allant jusqu’à 35.0=ξ , nous remarquons que les profils des verticales 4y0 <<  
rejoignent l’exponentielle (b) caractérisant le comportement des mesures LDA-1D. Cette tendance 
est attendue puisque dans cette zone l’évolution de la contrainte de cisaillement approche la loi 
linéaire. Dans la zone 9y5 << , la diminution des fluctuations peut être imputée à la diminution 
Chapitre 3.  Etude expérimentale d’un écoulement à surface libre sur un fond de rugosité inhomogène 
 
 
 
109
de la production de turbulence, conséquence directe des plus faibles valeurs de la contrainte de 
cisaillement (figure 3.29-a). Cet effet sera mis en évidence, plus loin, par l’application de la 
solution asymptotique à quelques profils représentatifs. 
 
  
Figure 3.32  Comportement de la fluctuation longitudinale dans la zone de paroi au-dessus de la 
zone rugueuse : (a) dans la zone 4y0 <<  ; (b) dans la zone 9y5 << . 
 
Au-dessus de la zone lisse, pour examiner le comportement de 2*2 u/u  dans la zone de très 
proche paroi nous avons décrit son évolution par rapport à la coordonnée externe ξ  (figure 3.33-
a) et à la coordonnée interne ν=+ /ZuZ *  (figure 3.33-b) et nous comparons nos résultats à la 
distribution exponentielle (a), définie par (3.16).  
Sur la figure 3.33-a nous remarquons que pour toutes les verticales (11<y<25), au voisinage 
immédiat de la paroi ( 1.0<ξ ), les mesures de la fluctuation longitudinale retrouvent le 
comportement standard avec un maximum de turbulence vers 01.0=ξ , conforme à la distribution 
exponentielle (a). Cette tendance est bien confirmée sur la figure 3.33-b, où le nuage des points 
mesurés au-dessus de la zone lisse est bien regroupé autour de la courbe définie par (3.16). On 
peut estimer que ces observations valident la détermination de la vitesse de frottement au-dessus 
de cette zone. 
Dans la zone 2.01.0 <ξ<  et pour la zone lisse, 11<y<19, nous avons noté une augmentation du 
gradient vertical de la contrainte de cisaillement et nous observons l’effet correspondant traduit 
par une augmentation du niveau de la fluctuation longitudinale. Cet effet s’atténue vers la paroi 
latérale 20<y<25.  
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Figure 3.33  Comportement de la fluctuation longitudinale  dans la zone de paroi lisse : 
(a) et (b) en fonction de la variable externe ξ  ; (c) en fonction de la variable interne +Z  
d) Solution asymptotique et interprétation des lois de similitude des contraintes turbulentes 
Comme nous venons de le voir ci-dessus, les lois de paroi des fluctuations longitudinales et 
verticales suivent trois types d’évolution qui sont fortement liés à l’évolution de la contrainte de 
cisaillement uw− .  
Pour interpréter quantitativement l’interdépendance entre contraintes normales et contraintes de 
cisaillement nous avons mis en œuvre la solution asymptotique du modèle de Gibson & Rodi 
développée par Labiod & Masbernat (2004) pour calculer les contraintes normales du tenseur de 
Reynolds dans la zone de paroi et de la surface libre. Dans le tableau 3.3, nous rappelons les 
solutions développées au paragraphe 2-4-1-d qui permettent de calculer les profils verticaux de 
  u2 / u*2 et   w2 / u*2 à différentes ordonnées transversales. 
Les équations (3.18) expriment la fonction de proximité de la paroi du fond et de la surface libre 
et les composantes normales du tenseur de Reynolds en fonction de l’énergie cinétique turbulente 
k, du rapport   
) 
P de la production de k à son taux de dissipation et de l’échelle de turbulence  l  . 
Notons que dans les équations (3.18-a et 3.18-b), l’effet de la paroi latérale n’est pas pris en 
compte ainsi que les termes liés aux gradients des écoulements secondaires dans les expressions 
des contraintes de Reynolds.  
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Tableau 3.3 Calcul de l’écoulement dans la zone de paroi et dans le voisinage de la surface libre 
 
 Composantes normales du tenseur de Reynolds et fonction de proximité 
  
w2
k
(C1 +
) 
P −1+ 2 ′ c 1f ) = 23 (C1 −1) +
2
3
C2
) 
P (1− 2 ′ c 2f)     (3.18-a) 
  
v2
k
(C1 +
) 
P −1) = 2
3
(C1 −1) + 23 C2
) 
P (1+ ′ c 2f) + ′ c 1 w
2
k
f      (3.18-b) 
  
f = l
ah
ξ−1(1− ξ)2+ ξ2(1− ξ)−1[ ]        (3.18-c) 
 
Solution dans la zone de paroi 
 
  
) 
P =1    (3.19-a) 
 
  
k
u∗2
= 1+ RP
Cμ
(− uw
u*2
)  (3.20-a) 
 
l / h = κCμ−3/ 4(1+ RP )−0.25ξ (− uw
u*2
)0.5 
         (3.21-a) 
  
RP = κ2(2hB )
2[U+ + 1κ )
1
u∗
∂u∗
∂ζ +
∂C
∂ζ )]
2 ξ2
          (3.22) 
Solution près de la surface libre 
 
) 
P = 1
Cμk+2
( −uw
u∗2
)2   (3.19-b) 
 
k+ = k
u∗2
= kS+ ′ B ch(2αdη) +1− ′ B + 2αd2(1− ′ B )η2[ ]2 / 3
     (3.20-b) 
 l / h = l s / h = l s+     (3.21-b) 
 
 
 
η = 1− ξ
lS+
,  kS
+ = kS
u∗2
,
 
αd = 12
3
2
σk
Cμ
, 
  
′ B =1− 4
3σk
lS+2
kS
+2  
 
 
Les équations (3.19) à (3.21) donnent les solutions asymptotiques de  
) 
P , k et   l  dans la zone de 
paroi et près de la surface libre en fonction de la contrainte de cisaillement. Dans l’application de 
ces solutions à nos résultats expérimentaux, nous utilisons des lissages des profils mesurés de 
  −uw / u∗2  qui reflètent l’effet des écoulements secondaires sur le transport de la quantité de 
mouvement longitudinale. Dans la zone de paroi, le caractère tridimensionnel de l’écoulement est 
pris également en compte par le rapport de production  RP  donné par (3.22). L’intensité turbulente 
dans la zone de paroi est contrôlée par le paramètre de diffusion  Cμ . Comme indiqué dans le 
tableau 3.4,   Cμ  a une valeur légèrement plus grande au centre du canal  dans la zone de rugosité 
maximale comparativement à la valeur retenue au-dessus de la zone lisse. Les valeurs de   ks
+  et 
  l s / h , reportées dans le tableau 3.4 sont déterminées de façon à lisser au plus près le profil de 
  u2 / u*2 dans la zone de la surface libre,  ξ > 0.6. 
 
Tableau 3.4 Valeurs des paramètres des solutions asymptotiques 
 
 Zone de la surface libre   ξ > 0.6 
Section Calcul  Cμ   ks
+    l s / h  
y=3 cm (A) 0.065 1.5 1.1 
y=9 cm (B) 0.05 1.2 1.3 
y=16 cm (C) 0.05 1.6 1.6 
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Sur les figures 3.34 et 3.35 nous présentons les résultats des calculs suivant les trois verticales 
y=3, y=9 et y=16. Les figures 3.34 représentent les profils de la contrainte de cisaillement avec le 
lissage utilisé dans le calcul et, en vis-à-vis, le profil correspondant de  u2 / u*2. 
 
    
 
    
 
    
 
Figure 3.34  Effet de l’évolution de la contrainte de cisaillement turbulente sur l’évolution des 
fluctuations longitudinales 
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Figure 3.35 Profils calculés et profils expérimentaux des fluctuations verticales 
 
La comparaison entre les résultats du calcul de u2 /u∗2  (figures 3.34) et de w 2 /u*2 (figure 3.35) 
avec les résultats expérimentaux conduit aux conclusions suivantes :  
 
• En premier lieu, l’hypothèse de l’équilibre local dans la zone de paroi est confirmée ; l’effet 
dominant des écoulements secondaires sur les lois de paroi de u2 /u*2 est d’augmenter, 
(section y=16 cm), ou de diminuer (section y=9 cm) le gradient de la contrainte de 
cisaillement et en conséquence d’augmenter ou diminuer la production de turbulence dans 
la zone de paroi. Dans la section y=3 cm, où le profil de  −uw / u∗2  est linéaire sur tout le 
tirant d’eau les lois de paroi de l’écoulement 1D vertical sont vérifiées. 
• Ces conclusions s’appliquent également aux profils de w 2 /u*2 ce qui prouve que la 
redistribution de l’énergie entre fluctuations longitudinales et verticales et relativement bien 
restituée par la fonction de proximité de paroi proposée par Gibson & Rodi (1989). 
• Dans la zone de la surface libre, la solution asymptotique a des conditions d’application 
plus restrictives parce que, notamment, le transport par les écoulements secondaires est 
négligé. Néanmoins, on peut considérer que la fonction de proximité de Gibson & Rodi 
traduit bien la redistribution de l’énergie sous la surface libre dès lors que les valeurs de 
l’ECT et de l’échelle de longueur à la surface libre sont ajustées pour restituer le profil des 
fluctuations longitudinales. Dans cette zone la solution (1.36), proposée par Hunt (1986) 
pour la fluctuation verticale, n’est qualitativement valide que dans la zone 8.0>ξ . 
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3.5 Conclusion  
 
L’objectif de cette étude expérimentale dans un écoulement à surface libre au dessus d’un fond à 
fort contraste de rugosité était de pallier les insuffisances dans les mesures réalisées par  
Anémométrie Laser Doppler mono composante (Labiod, 2005), en particulier au dessus de la 
zone lisse. Un premier apport de la technique de mesure à deux composantes concerne la 
caractérisation de la structure des écoulements secondaires. Une organisation en trois cellules a 
été mise en évidence : une cellule centrale montante dans l’axe du canal, une cellule principale, 
forcée par le gradient de rugosité, qui fusionne avec la cellule de surface et une cellule de coin. 
 
À partir des profils verticaux de la vitesse longitudinale et de la contrainte de cisaillement, nous 
avons déterminé, par optimisation de la pente de la loi logarithmique et extrapolation du 
frottement, les paramètres caractéristiques de la paroi du fond. Connaissant  ces paramètres nous 
avons pu analyser les lois de similitude des contraintes turbulentes. 
 
En examinant ces lois pour les fluctuations normales nous avons signalé dans la zone de paroi des 
niveaux et comportements standards. Toutefois, ces fluctuations présentent des niveaux 
relativement élevés en dehors de cette zone, en particulier à l’approche de la surface libre. Ceci est 
dû d’une part au transport advectif de la turbulence, par les écoulements secondaires, des zones de 
parois vers la zone de surface et probablement aux interactions associées à la déformation de la 
surface libre.    
 
Les résultats expérimentaux ont également souligné la sensibilité de l’évolution de la contrainte 
de cisaillement à la structure multicellulaire de l’écoulement. Nous avons noté, dans la zone de 
paroi, une diminution du gradient vertical de la contrainte de cisaillement en présence de 
mouvements descendants et une augmentation dans le cas de mouvements ascendants. À 
l’approche de la paroi latérale, l’évolution de la contrainte est fortement influencée par la cellule 
de surface qui engendre des valeurs négatives du cisaillement vertical.  
 
Cette étude nous a prouvé, également, que l’évolution du gradient vertical de la contrainte de 
cisaillement influence sensiblement la production de la turbulence, dans la zone de paroi. Nous 
avons signalé, en particulier, qu’une augmentation du cisaillement vertical engendre une 
surproduction de turbulence alors qu’une diminution conduit à une baisse du niveau d’énergie.  
 
La solution asymptotique du modèle de Gibson & Rodi (1989) conforte ces constatations et 
annonce la nécessité d’ajuster le paramètre zCμ  pour reproduire, dans la zone de paroi, le bon 
niveau de turbulence. Cette constatation est à vérifier au chapitre suivant où les prédictions par les 
modèles de turbulence, testés au chapitre 2, seront confrontées aux résultats de cette étude 
expérimentale. 
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Chapitre 4 
 
 
 
4 Simulation des expériences IMFT 
 
 
 
4.1 Introduction 
 
Dans le prolongement des tests des différents modèles présentés au chapitre 2, nous abordons 
dans ce dernier chapitre la simulation des expériences développées à l’IMFT. 
Ces expériences, réalisées dans un canal dont la paroi du fond présente une forte variation de la 
rugosité, ont conduit à établir une base de données détaillée notamment sur l’évolution 
transversale des champs de vitesse moyenne et des contraintes de Reynolds. Cette description de 
l’écoulement est beaucoup plus complète que dans les expériences sur des écoulements en charge 
ou à surface libre simulées dans le chapitre 2.  
Nous mettons en œuvre le modèle de Naot & Rodi (1982) et les deux versions algébriques du 
modèle de transport des contraintes de Reynolds de Gibson & Rodi (1989) que nous avons 
développées et testées au chapitre 2. Nous attendons de ces simulations et de leurs confrontations 
à nos expériences de pouvoir mieux évaluer les capacités de ces modèles à bien prédire 
simultanément les champs des contraintes turbulentes et la structure des écoulements secondaires. 
Nous avons constaté en effet que ces modèles sous-estiment en général l’intensité turbulente ce 
qui doit conduire à un ajustement du paramètre de diffusion turbulente de quantité de mouvement, 
zCμ . 
Pour définir les conditions aux limites dans les simulations de notre expérience nous connaissons, 
de façon précise, l’évolution transversale de la fonction de la rugosité  C(KS
+ ) et du décalage  z0 de 
l’origine de la loi logarithmique, ce qui n’est pas vrai pour les expériences simulées au chapitre 2. 
Nous avons observé d’ailleurs que la configuration de la rugosité du fond, mise en place dans nos 
expériences, ne conduisait pas à une variation brusque de la rugosité mais à une variation continue 
de   C(KS
+ ) et que la connaissance du décalage  z0 était également indispensable dans le cas de 
macro rugosité étudiée ici. 
Rappelons enfin qu’un objectif de ces travaux de modélisation est d’analyser les problèmes de 
fermeture de l’équation du mouvement moyen intégrée suivant la verticale pour tenter de 
modéliser, en particulier, la dispersion transversale de quantité de mouvement générée, d’une part 
par la turbulence, d’autre part, par les écoulements secondaires : nous abordons ces questions à la 
fin de ce chapitre. 
 
4.2 Rappel des modèles de turbulence mis en œuvre 
 
Dans les différentes simulations que nous avons réalisées, toujours en écoulement pleinement 
développé, le bilan de quantité de mouvement longitudinale moyenne est exprimé en termes de la 
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vitesse moyenne longitudinale U et de la vorticité Ω et de la fonction de courant Ψ de 
l’écoulement secondaire. Les seules différences résident dans les modèles de turbulence. 
 
4.2.1 Versions algébriques du modèle de Gibson & Rodi (1989) 
 
Nous avons établi deux versions algébriques du modèle Gibson & Rodi (1989). Dans sa version 
complète que nous désignons par la lettre B, les expressions des composantes du tenseur de 
Reynolds sont exprimées en tenant compte des gradients des écoulements secondaires. La seconde 
version du modèle, désignée par la lettre A, est obtenue à partir des deux simplifications 
introduites au § 2-2-3. Les équations de ces deux modèles, regroupées dans les tableaux 2.1 et 2.3 
au chapitre 2, sont reportées , pour mémoire, dans les tableaux 4.1 et 4.2.  
Dans les  deux versions, nous avons adopté les expressions des fonctions de proximité (2.9), 
(2.10) et (2.11). Les constantes apparaissant dans ces deux versions sont données dans le tableau 
4.5 pour les différentes applications considérées. 
Les deux modèles demandent un ajustement pour prédire une valeur convenable de l’intensité 
turbulente près de la paroi. Ce réglage est obtenu dans le modèle A par le choix de la valeur de 
  Cμ  dans les expressions (4.14) des contrainte de cisaillement.  
Dans le modèle B, nous ajustons les paramètres de diffusion yCμ  et zCμ  dans les expressions 
(4.3-a) et (4.3-b) suivant la démarche proposée par Celik & Rodi (1984) dans la modélisation 
d’écoulements développés parallèles à surface libre. Ces auteurs expriment les paramètres yCμ  et 
zCμ  sous la forme : 
  Cμy = FμG1yG2y  et    Cμz = FμG1zG2z        (4.1-a) 
Avec : 
P1C
PC1C
P1C
C1
3
2F
1
21
1
2 )
)
) +−
+−
+−
−=μ         (4.1-b) 
  
G1y = (1+ 32
C2 ′ c 2fwl
1− C2
) /(1+ 3
2
′ c 1fwl
C1 −1+
) 
P 
) ; )AA1/()AAA(G 3223132312y2 −+=   (4.1-c) 
)
P1C
fc
2
31/()
C1
fcC
2
31(G
1
1
2
22
z1 )+−
′+−
′+=  ; )AA1/()AAA(G 3223123213z2 −+=   (4.1-d) 
Où les fonctions ijA  de la production et des fonctions de proximité sont définies ainsi : 
)
P1C
fc2
1/()
PC1C
f2f(PcC
1(A
1
wl1
21
wl22
12 ))
)
+−
′++−
−′+=       (4.2-a) 
)
P1C
fc21/()
PC1C
ff2(PcC
1(A
1
1
21
wl22
13 ))
)
+−
′++−
−′−=       (4.2-b) 
)fc2P1C(
fcA
wl11
1
23 ′++−
′= )   
fc2P1C
fc
A
11
wl1
32 ′++−
′= )     (4.2-c) 
L’approximation de Celik et Rodi consiste, d’une part, à négliger les gradients des écoulements 
secondaires dans les expressions (4.1-c) et (4.1-d) et à fixer une valeur constante de la fonction 
μF  définie par (4.1-b). 
Puisque les fonctions de proximité f et wlf  sont faibles dans la zone centrale de l’écoulement, les 
expressions (4.1-c) et (4.1-d) se réduisent à  G1y ≈ G1z ≈ G2y ≈ G2z ≈1 et yCμ  et zCμ  sont 
proches de la valeur constante attribuée à la fonction μF . 
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Tableau 4.1 : Formulation complète (B) du modèle algébrique de Gibson & Rodi (1989) 
 
Composantes du tenseur de Reynolds 
y
UkCuv
2
y ∂
∂
ε=− μ    et  z
UkCuw
2
z ∂
∂
ε=− μ    (4.3-a) 
Avec : 
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∂
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−vw = C
μy
(vw) k2
ε
∂W
∂y + Cμz
(vw) k2
ε
∂V
∂z          (4.8-a) 
  
C
μy
(vw) =
1− C2 + 32 C2 ′ c 2(f + fwl )
C1 +
) 
P −1+ 3
2
′ c 1(f + fwl )
v2
k
 et 
 
C
μz
(vw) =
1− C2 + 32 C2 ′ c 2(f + fwl )
C1 +
) 
P −1+ 3
2
′ c 1(f + fwl )
w2
k
  (4.8-b) 
Fonctions de proximité 
21
wb )1(ah
f ξ−ξ= −l           (4.9) 
12
fs )1(ah
f −ξ−ξ= l           (4.10) 
)b/h,(g
ah
f wl ζ= l  avec B
y2=ζ  et 
  
g = 0 si 0 ≤ ζ ≤1− h / b
g = b
h
(1− h / b − ζ)2
(1− ζ) si 1− h / b ≤ ζ ≤1
  (4.11) 
Equations de transport de k et ε  
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Tableau 4.2 : Formulation simplifiée (A) du modèle algébrique de Gibson & Rodi (1989) 
 
 
 
4.2.2 Modèle algébrique de Naot & Rodi (1982) 
 
Le modèle de Naot & Rodi (1982) est, dans sa formulation algébrique, différent du modèle de 
Gibson & Rodi (1989), défini ci-dessus. Dans la modélisation du terme de redistribution, ce 
modèle adopte pour la partie linéaire 2,ijΦ et pour les fonctions de proximité aux parois solides, 
l’approche de Launder, Reece & Rodi (1975). La prise en compte des effets de la surface libre est 
assurée par la prise en compte de la partie non linéaire )Sh(
s1,ij
Φ proposée par Shir (1973). 
Le tableau 4.3 reprend la présentation des équations dans le tableau 2.5. Dans ce modèle, comme 
pour la version A du modèle de Gibson & Rodi, les gradients des écoulements secondaires sont 
approximés par les termes additionnels dans les équations (4.24) à (4.26). 
Les constantes de modélisation sont précisées dans le tableau 4.4. 
 
 
 
 
 
 
Composantes du tenseur de Reynolds 
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Equations de transport de k et ε  
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Tableau 4.3 : Formulation algébrique du modèle de Naot & Rodi (1982) 
 
Composantes du tenseur de Reynolds 
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w2 fc0.7636 ′−=α ,   β = 0.1091+ ′ c 2 fw ,  c3 = C1 − ′ c 1 fw, 
Fonctions de proximité 
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Avec ∫
θ
δθ
π= w 2w2w s
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y
1    et   ∫
θ
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π= s 2s2s s
2
y
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Où, wθ , sθ , wS et sS  sont définis sur la figure 2.2. 
 
Figure 2.2   Paramètres de calcul de la distance moyenne à la paroi et la surface libre. 
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4.3 Définition des simulations  
 
4.3.1 Présentation des tests d’étude  
 
Dans ces applications nous allons commencer, dans un premier temps, par tester les modèles dans 
leurs versions de base, NR-I, A-I et B-I, que nous avons utilisées au chapitre 2. Dans une seconde 
phase et en nous référant aux résultats de l’étude en écoulement parallèle présentée au chapitre 2, 
nous avons procédé à un ajustement du niveau de turbulence par action sur la valeur de μF  (4.1-
b), dans la version complète B du modèle de Gibson & Rodi, et à travers la valeur du paramètre 
μC , dans les modèles de Naot & Rodi et la version simplifiée A du modèle de Gibson & Rodi. 
Ainsi, nous définissons trois nouvelles simulations NR-II, A-II et B-II dont les constantes sont 
présentées dans les tableaux 4.4 et 4.5. 
 
Tableaux 4.4 : Constantes des variantes du modèle de Naot & Rodi (1982) 
 
 
Tableaux 4.5 : Constantes des variantes du modèle de Gibson & Rodi (1989) 
 
 Constantes  
Tests  1C  2C  1c′  2c′  εc  kc  εσ  kσ  1Cε  2Cε  μC  μF  a 
A-I 1.3 0.09 
A-II 
-- -- 
1.49 
1.0 1.44 1.92 
0.055 
-- 4/3C−μκ
B-I 4.1-b 
B-II 
1.8 0.6 0.5 0.3 
0.18 0.22 -- -- 1.45 1.90 -- 
0.07 
4/3
wC
−μκ
 
4.3.2 Conditions des simulations  
 
Nous rappelons ci-dessous les conditions aux limites utilisées dans cette étude. 
À la paroi, les conditions limites sont imposées aux premiers points de calcul, adjacents à celle-ci. 
En ces points, la vitesse longitudinale est donnée par la loi logarithmique : 
  U
+ = U/ u∗ = κ−1Ln(Z+ ) + C(KS+ )  avec     /ZuZ ν= ∗+ et   Z = z + z0   (4.33) 
Où, *u est la vitesse de frottement, κ est la constante de Von Karman égale à 0.41, )K(C S+  
représente la fonction de rugosité de la paroi et 0z  est le décalage de l’origine de la loi 
logarithmique.  
Pour l’énergie cinétique turbulente, k, et son taux de dissipation, ε , on a appliqué les conditions 
classiques de paroi, données par les relations : 
25.0
w uCk
∗−μ=  et z/u 3 κ=ε ∗                      (4.34) 
A la surface libre, les conditions limites de symétrie (2.70) sont appliquées pour toutes les 
grandeurs à l’exception du taux de dissipation, ε , pour lequel on a utilisé la condition de Hossain 
& Rodi, qui se traduit par une échelle de longueur constante à cette surface : 
 Constantes  
Tests   1C  2C′  1c′  2c′  3c′  εσ  kσ  1Cε  2Cε  μC  
NR-I 1.225 1.225 0.09 
NR-II 1.5 0.4 0.5 0.06 0.1 1.49 1.0 1.44 1.92 0.055 
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4/31
s +κ=ε μ
−               (4.35) 
Où, *y est la distance à la paroi latérale, h est le tirant d’eau et 'a  est une constante empirique 
prise égale à 0.2. 
Pour l’écoulement secondaire, nous imposons la condition qui traduit une composante nulle de la 
vitesse normale à toute frontière (axe, paroi solide ou surface libre). Elle est interprété en terme 
des variables ψ , Ω  par : 
0=ψ  et 0=Ω                        (4.36) 
Pour reproduire nos expériences et caractériser la rugosité correspondante, nous avons considéré, 
dans la loi logarithmique (4.33), la fonction de rugosité )K(C S
+  et l’origine de la loi logarithmique 
0z , déterminés dans l’étude expérimentale LDA-2D (figure 4.1).  
 
 
Figure 4.1  Caractérisation de la rugosité lors des simulations : (a) Décalage de l’origine de la loi 
logarithmique 0z  ; (b) Fonction de rugosité )K(C S
+ , 
 
Dans toutes les simulations, le domaine de résolution est limité à la demi-section transversale du 
canal à cause du caractère symétrique de l’écoulement par rapport à l’axe du canal. Suivant la 
verticale, le tirant d’eau h est compté à partir du sommet des barrettes. Le maillage est carré, 
régulier et à pas constant de 3 mm ; les résultats des calculs sont obtenus après 1000 itérations, 
assurant la convergence du calcul. 
 
4.4 Résultats des simulations  
 
4.4.1 Application des modèles à surface libre testés au chapitre 2 
 
Ces simulations concernent les essais NR-I, A-I et B-I. Sur les figures 4.2 à 4.6 nous présentons 
une description transversale de la structure de l’écoulement, prédite par ces trois simulations. 
L’évolution transversale de la vitesse de frottement à la paroi du fond (figure 4.2-a) montre une 
prédiction satisfaisante par les trois simulations avec la reproduction du gradient transversal au-
dessus de la zone rugueuse, du saut brusque dans la zone 9<y<11 et une évolution quasiment 
constante au-dessus de la zone lisse. Nous notons, toutefois, que l’essai NR-I présente un plus fort 
gradient au-dessus de la zone rugueuse, lié à l’intensité élevée de la cellule qu’il génère dans cette 
zone (figure 4.3-b), ainsi qu’un léger pic descendant à y=19 en accord avec la cellule montante à 
cet endroit. Ceci témoigne de la forte sensibilité du profil de frottement à l’évolution 
multicellulaire des écoulements secondaires. 
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Figure 4.2  Profils transversaux : (a) de la vitesse de frottement à la paroi du fond 
 (b) de la vitesse moyenné sur la verticale ; (c) du coefficient de frottement   
 
Sur la figure 4.2-b nous comparons les distributions transversales du débit suivant chaque 
verticale. Les profils correspondant aux calculs A-I et B-I présentent des évolutions assez 
semblables sauf dans la zone 15<y<20 où nous observons les plus importantes différences dans la 
structure de l’écoulement (figures 4.3-c et 4.3-d), liées à l’intensité de la cellule de surface. Les 
vitesses débitantes dans la section sont de 53.9 cm/s et 52.5 cm/s, respectivement, pour A-I et B-I 
et correspondent à des écarts, respectifs, de 0.5 % et 3%, par rapport à la vitesse mesurée de 54.2 
cm/s. La différence d’évolution du débit entre l’expérience et la simulation par le modèle de 
Gibson & Rodi est à rapprocher des différences observées dans l’organisation des écoulements 
secondaires, en particulier au-dessus de la zone rugueuse, figure 4.3. En effet, sur la figure 4.3 où 
nous comparons les champs simulés des écoulements secondaires avec celui défini lors des 
mesures LDA-2D, le fait marquant concerne la cellule contrarotative au centre du canal, 
ascendante à y=0, présente dans les mesures et non reproduite dans les trois simulations. Cette 
cellule attribuée principalement à l’anisotropie due à la présence de la surface libre montre une 
sous-estimation de cet effet dans ces calculs. Les prédictions des contraintes turbulentes, discutées 
ci-dessous, confirment ces constatations. 
Cette dépendance entre la structure des écoulements secondaires et la distribution transversale du 
débit est confirmée dans  la simulation NR-I, où la vitesse débitante égale à 54.5 cm/s n’est 
surestimée que de 0.5 %. Pourtant, la différence dans la répartition du débit est très marquée au-
dessus de la zone centrale du canal, où les structures des écoulements secondaires sont très 
différentes en intensité et en organisation. 
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La distribution transversale du coefficient de frottement (figure 4.2-c) traduit les écarts, discutés 
ci-dessus, sur les distributions du frottement pariétal et de la vitesse débitante locale. 
    
 
 
 
   
Figure 4.3  Champs des écoulements secondaires : (a) Mesures IMFT (LDA-2D) ; 
 (b) Simulation NR-I ; (c) Simulation A-I ; (d) Simulation B-I 
 
La figure 4.4 regroupe les profils verticaux de la contrainte de cisaillement à différentes 
coordonnées latérales. Ces résultats confirment la sensibilité de la contrainte turbulente  
  −uw / u*2  à l’organisation  des écoulements secondaires :  
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- Au centre du canal, à y=0, où les écoulements secondaires sont descendants pour 
toutes les simulations, les profils de 2*u/uw−  sont largement au-dessous du profil 
expérimental.  
- Les cellules principales ont leur centre situé presque au droit de la verticale y=9 et les 
profils de 2*u/uw− dans cette section sont quasi linéaires.  
- Dans la zone (0<y<9), les profils de 2*u/uw−  traduisent les conséquences de la non 
reproduction de la cellule centrale.  
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Figure 4.4  Distribution de la contrainte de cisaillement dans différentes verticales  
 
Au-dessus de la zone lisse, les écarts sur l’évolution de la contrainte de cisaillement sont moins 
prononcés aussi bien au niveau de la verticale y=15 que y=22. Notons, toutefois, des déviations 
moins marquées dans la simulation B-I où les écoulements secondaires présentent les plus faibles 
intensités. Cette insuffisance est due d’une part à la diffusion préférentielle de l’ECT dans la 
direction transversale, comme nous l’avons souligné au chapitre 2, qui, en limitant l’évolution de 
l’énergie cinétique turbulente dans la direction verticale, induit une sous-estimation de 
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l’anisotropie, dans la zone de surface, et par suite de la génération des écoulements secondaires ; 
d’autre part, à la sous-estimation de la turbulence et par suite de l’anisotropie dans la zone de 
paroi. Nous notons aussi que, dans la zone du coin (20<y<26), la simulation NR-I reproduit mieux 
structure des écoulements secondaires et en conséquence l’évolution de la contrainte de 
cisaillement (y=20, 22 et 25) très comparables aux profils mesurés (figure 4.4-d). 
A ce stade, les résultats des trois simulations NR-I, A-I et B-I sont en accord avec nos 
observations du chapitre 2 et le seul échec provient de la non reproduction de la cellule 
contrarotative au centre du canal, qui parait inhabituelle par référence aux études expérimentales 
antérieures, sur les écoulements à surface libre au dessus de fonds avec contraste de rugosité. 
L’origine de cette cellule sera discutée plus loin. 
Si nous examinons maintenant les profils de la contrainte longitudinale 2*2 u/u , reportés sur la 
figure 4.5, nous constatons clairement la sous-estimation de la turbulence, le long de la 
transversale, dans les trois simulations. L’accord à y=9 n’est qu’apparent puisque la diminution 
des valeurs expérimentales de 2*2 u/u  provient de la réduction de uw−  du à l’advection de 
quantité de mouvement par les écoulements secondaires. 
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Figure 4.5  Distribution verticale de la composante longitudinale du tenseur de Reynolds  
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Cette sous-estimation de la turbulence, que nous avons notée également pour la composante 
verticale 2w , provient des valeurs trop importantes  des paramètres  Cμy  et  Cμz  ou du paramètre 
μC , dans ces calculs. Elle conduit à une sous-estimation de l’anisotropie entre les composantes 
verticale et transversale du tenseur de Reynolds, notamment dans la zone de surface, ce qui peut 
être une cause principale de la non reproduction de la cellule centrale. 
4.4.2 Application avec ajustement des modèles  
Dans ces trois simulations nous avons procédé à des ajustements, pour améliorer le niveau de 
turbulence. Dans B-II, cet ajustement est réalisé à travers l’expression de μF  pour laquelle nous 
avons fixé une valeur constante 07.0F =μ . Dans les cas NR-II et A-II, nous avons imposé une 
valeur constante au paramètre μC , égale à 0.055. 
                   
                   
                   
                   
Figure 4.6  Champs des écoulements secondaires : (a) Mesures IMFT (LDA-2D) ;  
(b) Simulation NR-II ; (c) Simulation A-II ; (d) Simulation B-II 
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Les champs de circulation des écoulements secondaires, pour ces trois essais, sont présentés sur la 
figure 4.6. Comme prévu, la diminution de μC  est accompagnée par une augmentation des 
écoulements secondaires suite à une augmentation du niveau d’anisotropie, en particulier dans la 
section de passage de la zone rugueuse vers la zone lisse. Ceci traduit l’intensification de la 
cellule principale, forcée par le gradient de rugosité. Cette cellule dans l’essai NR-II occupe la 
majore partie de la section d’écoulement, et elle est à l’origine de l’intensification de la cellule du 
coin (envahissant celle de surface) qu’elle rencontre à y=19. Dans la simulation A-II, 
l’intensification de la cellule principale a entraîné également une amplification de la cellule du 
coin, au dépend de la cellule de surface qui perd en puissance mais satisfait le comportement 
classique de coin. 
Le fait le plus marquant sur la figure 4.6-b est la présence, dans la structure, d’une cellule centrale 
de faible intensité et montante dans l’axe du canal. Cette cellule, que nous avons identifiée dans 
notre expérience (figure 4.6-a), est amorcée principalement par l’anisotropie de la turbulence dans 
la zone de surface mais dépend aussi du rapport h/LR , de la largeur de la bande rugueuse RL  
par le tirant d’eau h. Cet effet sera discuté plus loin. 
Dans la dernière simulation B-II, malgré l’intensification des mouvements secondaires, dont 
l’effet apparaît en comparant les profils verticaux de uw−  à  y=15 (figures 4.4-c et 4.12-b), ceux-
ci restent relativement faibles et n’engendrent aucun changement dans la structure multicellulaires 
des écoulements. La cellule centrale n’est donc pas reproduite par cet essai. Pour comprendre 
cette insuffisance par rapport à la simulation A-II, nous allons comparer, sur la figure 4.7 et pour 
ces deux essais, les bilans de l’équation longitudinale de vorticité (1.6-a), suivant la verticale au 
droit de la cellule centrale y=3cm (figure 4.6-c).  
 
 
Figure 4.7  Bilan de l’équation longitudinale de vorticité : 
 (a) Simulation A-II ;  (b) Simulation B-II  
 
Ces bilans montrent que dans l’équation de vorticité les termes en dérivées doubles des 
contraintes turbulentes sont les plus dominants et de signes opposés. Ceci est en accord avec les 
constatations de Nezu & Nakagawa (1984,1993) et Demuren & Rodi (1984). Le terme fonction de 
l’anisotropie de turbulence 22 wv − contrôle la production de vorticité, dans la zone de paroi et à 
l’approche de la surface libre. Le terme fonction de la contrainte de cisaillement vw− , qui 
équilibre ces bilans, apparaît donc comme la partie inhérente à cette production. En effet, nous 
notons sur ces deux bilans que dans la zone de paroi, l’essai  B-II présente un terme source 
)wv(zy/ 222 −∂∂∂ positif et plus important, qui se traduit, pour cet essai, par une vorticité 
positive et plus intense, renforçant la cellule principale. Dans la zone de surface, ce terme source 
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devient négatif dans l’essai A-II et reste important. Comme conséquence, nous observons une 
inversion de la vorticité, à partir de l’ordonnée z=0.025, qui suit le signe du terme source et 
entraîne l’apparition de la cellule centrale (figure 4.6-c). Sur la figure 4.7-b, ce terme est encore 
positif à l’approche de la surface libre, mais très faible. Par conséquent, la vorticité demeure 
positive sur toute la profondeur de l’écoulement et la cellule centrale ne trouve pas sa source.  
Ce faible niveau du terme source, fonction de l’anisotropie de turbulence, nous l’avons attribué 
dans le chapitre 2, en partie, à la différence de la diffusion de l’énergie cinétique turbulente dans 
les deux directions, imposée par les coefficients de diffusivité fonctions des contraintes normales 
)k/w(2)k/v( 22 ≈ . Cette diffusion préférentielle de l’ECT, dans la direction transversale, limite 
l’évolution de l’ECT dans la direction verticale et engendre une faible contribution de la surface 
libre, via l’anisotropie de turbulence, dans la génération des écoulements secondaires. Pour 
illustrer cet effet nous avons reporté, sur la figure 4.8 et pour la même verticale (y=3cm), les 
bilans de l’équation de transport de l’énergie cinétique turbulente, relatifs aux deux simulations. 
Dans la zone de paroi )4.0z( < , les deux bilans présentant une faible contribution du transport 
advectif et diffusif, vérifient l’équilibre production-dissipation. Pour analyser ce bilan à 
l’approche de la surface libre )4.0z( > , nous avons présenté sur cette même figure un 
agrandissement des allures, dans cette zone. Nous signalons, effectivement, une plus importante 
diffusion dans la simulation B-II. Nous constatons également qu’un quasi équilibre diffusion-
dissipation s’établit au voisinage immédiat de la surface libre.  
 
 
 
Figure 4.8  Bilan de l’équation de transport de l’énergie cinétique turbulente : 
 (a) Simulation A-II ;  (b) Simulation B-II  
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Cette différence dans l’organisation du champ des écoulements secondaires se manifeste par des 
évolutions distinctes du frottement pariétal, le long de la transversale. La figure 4.9-a montre cette 
dépendance. En effet les lignes de courants descendantes à y=0, de l’essai NR-II, sont à l’origine 
de la forte augmentation du frottement dans cette zone. Toutefois, la baisse du frottement au 
dessus de la zone lisse est engendrée par les importants écoulements ascendants et le pic minimal 
est localisé au niveau de la jonction avec la cellule du coin (y=18). Un comportement analogue, 
mais beaucoup moins marqué, est signalé au dessus de la zone lisse, pour la simulation A-II, suite 
à l’intensification de la cellule principale (forcée par le gradient de rugosité). Cette simulation, 
comme les deux autres, reproduit correctement la baisse brusque du frottement entre les sections 
y=9 et y=11 mais présente, en plus, la meilleure évolution au dessus de la zone rugueuse. La 
simulation B-II, avec ces faibles intensités d’écoulement secondaire admet une distribution 
quasiment stable au dessus de la zone lisse, en très bon accord avec le profil mesuré. La solution 
du modèle ( ε,k ) isotrope est reportée aussi sur la figure 4.9-a. la présence de la paroi latérale et la 
configuration de rugosité du fond imposent un écoulement bidimensionnel dans cette simulation 
mais sans écoulements secondaires (isotropie des composantes normales du tenseur de Reynolds). 
La vitesse de frottement maintient l’évolution observée dans nos expériences avec une baisse au 
niveau de la zone rugueuse et une légère augmentation au-dessus de la zone lisse. 
 
 
 
 
 
Figure 4.9  Profils transversaux : (a) de la vitesse de frottement à la paroi du fond 
 (b) de la vitesse moyenné sur la verticale ; (c) du coefficient de frottement   
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Les distributions transversales de la vitesse longitudinale, moyennée sur la hauteur, sont 
regroupées sur la figure (4.9-b). Nous observons à travers ces profils l’effet très sensible de la 
distribution des écoulements secondaire sur la répartition du débit, dans la simulation NR-II. Cette 
simulation qui réalise une vitesse débitante de 51.8 cm/s, dont l’écart par rapport à la valeur 
mesurée 54.2 cm/s est de l’ordre de 4%, présente une distribution du débit assez différente avec 
une forte accélération dans l’axe, accompagnée d’une forte décélération au dessus de la zone lisse. 
La solution du modèle ( ε,k ) isotrope présente un comportement inverse. En effet en absence des 
écoulements secondaires cette simulation fait passer moins de débit  au-dessus de la zone 
rugueuse et par conséquent plus de débit au dessus de la zone lisse, et engendrant ainsi un fort 
gradient dans la distribution de >< U . Nous notons aussi que la vitesse débitante prédite, 56 
cm/s, est légèrement supérieure (3%) à la valeur expérimentale 54.2 cm/s. Ceci prouve que les 
écoulements secondaires ont tendance à freiner d’avantage l’écoulement. Les profils simulés dans 
A-II et B-II et correspondants, respectivement, aux vitesses débitantes 53 cm/s et 54.6 cm/s, 
reproduisent beaucoup mieux la distribution de débit. Toutefois, la légère sous estimation de la 
vitesse débitante dans l’essai A-II (2%) se manifeste par une décélération au dessus de la zone 
lisse. La zone où l’écoulement est freiné correspond, pour les deux essais NR-II et A-II, à la zone 
de chute du frottement pariétal. Ceci confirme la forte dépendance entre la structure des 
écoulements secondaires, l’évolution du frottement pariétal et la distribution du débit.  
La figure 4.9-c, présente la distribution transversale du coefficient de frottement. On perçoit   que 
ce dernier suit quasiment la même distribution dans les deux simulations réalisées par le modèle 
de Gibson & Rodi (GR), et présente un bon accord avec le profil expérimental. La prédiction du 
modèle ( ε,k ) rejoint également ces deux simulations. Dans la zone centrale du canal, c’est la 
forte valeur de >< U  qui est à l’origine du décalage du coefficient de frottement, dans la 
simulation du modèle de Naot & Rodi (NR).   
Compte tenu des effets dramatiques qu’induit l’organisation des écoulements secondaires, dans la 
simulation NR-II, sur les profils de vitesses ainsi que des contraintes turbulentes, nous allons nous 
limiter dans ce qui suit à la présentation des résultats fournis par les deux essais  A-II et B-II. 
Sur les figures 4.10 et 4.11 nous représentons, respectivement, les profils de vitesses 
dimensionnels et sous forme logarithmique. Dans la colonne de gauche (a) sont reporté les profils 
relatifs à la simulation A-II et dans la colonne de droite (b) ceux correspondants à l’essai B-II.  
Sur la figure 4.10, nous remarquons une accélération dans l’axe, dans B-II, en absence de la 
cellule centrale alors que nous notons une importante décélération dans les verticales y=16 et 
y=18, dans A-II, sous l’effet des intenses écoulements secondaires ascendants, dans cette zone. 
Ces profils simulés traduisent également l’important gradient de vitesse au dessus de la zone 
rugueuse, à travers les écarts entre les verticales, qui diminue sensiblement au dessus de la zone 
lisse, où les profils se resserrent. Un autre fait important concerne le retardement de l’écoulement 
dans la zone de surface à l’approche de la paroi latérale, que nous observons sur les profils 
mesurés mais qui n’est pas reproduit dans les deux simulations. Ceci est dû certainement à la 
sous-estimation de l’intensité de la cellule de surface.  
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Figure 4.10  Profils verticaux de vitesse : (a) Simulation A-II  ;  (b) Simulation B-II 
 
 
Les profils logarithmiques de vitesse, tracés sur la figure 4.11, traduisent également ces effets. 
Nous notons sur ces profils que dans la zone de paroi, les deux simulations assurent le 
comportement logarithmique avec la fonction de rugosité )K(C s
+  et le décalage de l’origine  de la 
loi logarithmique 0z  que nous avons imposés. Les deux essais traduisent bien l’évolution d’un 
régime pleinement rugueux dans la zone centrale du canal vers un régime lisse en se rapprochant 
de la paroi latérale. 
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Figure 4.11  Loi logarithmique de vitesse : (a) Simulation A-II ;  (b) Simulation B-II 
 
Pour examiner le comportement de la turbulence, nous avons tracé sur la figure 4.12 les profils 
verticaux de la contrainte de cisaillement, simulés dans les deux essais. Sur cette figure, nous 
attirons l’attention à la sensibilité de ces profils à la structure multicellulaire de l’écoulement. Ceci 
est une conséquence du transport advectif de la turbulence par les écoulements secondaires. 
D’ailleurs, ces profils sont la meilleure signature de l’existence et de l’orientation de ces 
mouvements. Au dessus de la zone rugueuse (0<y<9), nous remarquons que A-II, en reproduisant 
la cellule centrale, restitue assez correctement l’évolution de la contrainte de cisaillement. Les 
profils quasi linéaires, à y=0 et y=2, auraient pu rejoindre les profils mesurés si la cellule centrale 
était un peu plus intense. Une telle cellule aurait également renforcé les lignes de courant 
descendantes dans la zone 7<y<9, où les profils simulés de uw− présentent un enfoncement en 
dessous du comportement linéaire mais pas assez suffisant pour retrouver correctement les 
comportements expérimentaux. Cette cellule centrale apparaît clairement plus intense dans les 
mesures (figure 4.6-a). 
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Figure 4.12  Profils verticaux de la contrainte de cisaillement : (a) Sim A-II ;  (b) Sim B-II 
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En absence de la cellule centrale (B-II), au dessus de la zone rugueuse (0<y<9), nous signalons 
une inversion des comportements. En effet, la ligne de courant descendante dans l’axe (y=0, 
figure 4.6-d) induit une diminution du profil de uw− , alors que dans la verticale y=9, qui apparaît 
comme un centre de cellule, le profil est quasi linéaire. 
Au dessus de la zone lisse, dans les verticales y=10 et y=11, le comportement de la contrainte de 
cisaillement est toujours bien reproduit par A-II, avec une évolution concave des profils. Une 
situation inverse est signalée sur ces deux profils dans la simulation B-II, où les écoulements 
secondaires deviennent plutôt ascendants. Dans A-II, à partir de y=15, les profils de 
uw− présentent une distribution convexe suite à l’orientation ascendante des écoulements 
secondaire. Cette augmentation est légèrement surestimée dans la verticale y=15 mais largement 
marquée à y=17, zone de jonction avec la cellule de coin (figure 4.6-c). La simulation B-II, pour 
ces deux verticales, présente des déviations moins prononcées puisque les écoulements 
secondaires y sont moins importants ce qui semble mieux convenir avec les comportements 
expérimentaux. 
A l’approche de la paroi latérale (y>21), l’essai A-II présente, dans la zone de paroi 4.0<ξ , des 
tendances assez satisfaisantes en accord avec la cellule de coin qu’il génère. Dans la zone de 
surface, les déviations des profils de uw−  sont moins prononcées que dans l’expérience, attestant 
d’une sous estimation de l’intensité de la cellule de surface. Ceci est bien confirmé sur la figure 
4.6. Rappelons que pour bien reproduire le comportement de la contrainte de cisaillement, dans la 
zone de coin, une structure analogue à celle fournie dans la simulation NR-I est nécessaire (figure 
4.3-b et 4.3-d). Les prédictions correspondant à la zone de coin, dans l’essai B-II, attestent d’une 
large sous estimation de l’intensité des écoulements secondaires et les profils de uw−  présentent, 
en conséquence, de très faibles déviations. 
 
Sur les figures 4.13 et 4.14, nous présentons, respectivement, les profils de la fluctuation 
longitudinale de vitesse 2u  et celle verticale 2w , normalisées par le carré de la vitesse de 
frottement 2*u .  
Une première constatation à annoncer sur ces profils concerne le niveau de turbulence qui 
présente une nette amélioration, dans la zone de paroi, aussi bien au niveau de la zone rugueuse 
qu’au niveau de la zone lisse suite à l’ajustement du paramètre μC . Ceci conforte nos 
conclusions, de l’étude de l’écoulement développé parallèle, qui réclament un niveau de μC  plus 
faible que la valeur standard 0.09 pour assurer le bon niveau de turbulence. Dans B-II, où μC est 
considéré variable, ce paramètre admet des valeurs plus faibles que la valeur 055.0C =μ , 
imposée dans A-II, ce qui explique le niveau plus important des fluctuations normales, dans la 
zone de très proche paroi.  
Pour ces fluctuations normales, les prédictions présentées ci-dessous traduisent les effets dus aux 
comportements de la contrainte de cisaillement. En effet, le modèle de Gibson & Rodi, dans les 
deux simulations, est en accord avec nos constations, sur la sensibilité de la distribution des 
fluctuations normales à l’évolution de la contrainte de cisaillement, que nous avons évoquées lors 
de l’étude expérimentale. Rappelons que ces constations stipulent que, dans la zone de paroi, la 
production de turbulence est contrôlée par le gradient vertical de la contrainte de cisaillement. 
Nous signalons en particulier, sur les figures 4.13 et 4.14, que lorsque la contrainte de cisaillement 
présente une distribution concave (diminution) (y=7, 9, 10 et 11 dans A-II et y=0 dans B-II), on a 
une réduction de production de turbulence et par suite une baisse des niveaux de 2*2 u/u  et 
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2*2 u/w . A l’encontre de l’essai B-II, ce comportement des fluctuations est en très bon accord 
avec les résultats expérimentaux, dans A-II. 
Par contre, quand les lignes de courants sont ascendantes (y=15, 17 et 19 dans A-II et y=11 et 13 
dans B-II), l’augmentation de la contrainte de cisaillement est accompagnée par une surproduction 
de turbulence, traduite par un accroissement des niveaux des contraintes normales qui excèdent 
même les nivaux expérimentaux (y=17 et y=19 dans A-II).    
Dans la zone de surface, nous notons en particulier que dans les deux simulations A-II et B-II, les 
prédictions sous-estiment le niveau de la fluctuation longitudinale au dessus de la zone rugueuse. 
Le niveau assez élevé observé dans nos mesures est probablement dû à un transport de la 
turbulence, sous l’effet de la cellule centrale, de la zone de paroi vers la zone de surface. Cet effet 
et mal reproduit dans les simulations suite à la non reproduction de cette cellule dans B-II, et à la 
sous-estimation de son intensité dans A-II.     
 
Pour la fluctuation verticale (figure 4.15), dans la zone de surface, la redistribution de l’énergie 
cinétique turbulente, entre les trois composantes normales du tenseur de Reynolds, via la fonction 
de proximité de surface, joue un rôle important dans le contrôle du comportement de cette 
composante verticale. Le modèle manque de performance dans cette zone, et nécessite des 
améliorations. 
En guise de conclusion, nous retenons que la bonne estimation des profils de 2*2 u/u  et 2*2 u/w  
passe par la bonne reproduction du comportement de la contrainte de cisaillement, fortement 
influencé par l’intensité et l’orientation des écoulements secondaires. Nos simulations montrent 
ces constatations, aussi bien dans le cas d’une diminution de production (y=9 ou y=10 dans A-II) 
que dans le cas d’une surproduction de turbulence (y=15 dans B-II). 
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Figure 4.13  Profils de la fluctuation longitudinale de vitesse : (a) Sim A-II ;  (b) Sim B-II 
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Figure 4.14  Profils de la fluctuation verticale de vitesse : (a) Sim A-II ;  (b) Sim B-II 
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Dans ce qui suit, nous allons tenté de mieux comprendre l’origine de la cellule centrale, prédite 
dans la simulation A-II,  mais que nous n’avons pas trouvée dans les simulations des expériences 
de Muller & Studerus (1979) et Wang & Cheng (2006), du chapitre 2. Pourtant ces simulations 
ont été réalisées pour des écoulements à surface libre au dessus d’un fond avec contraste de 
rugosité et dans des canaux de rapports de forme très voisins du notre (figure 2.27). Pour se faire, 
nous avons procédé à une variation de la largeur de la bande rugueuse ( RL ) que nous imposons 
au fond de la zone centrale de notre canal (B=52cm et h=7.8cm). Cette nouvelle rugosité est 
caractérisée par une hauteur équivalente mm55.2Ks = , analogue à celle des expériences de 
Wang & Cheng (2006). Puisque c’est la zone centrale du canal qui fait l’objet de cette 
vérification, nous avons ignoré la présence de la paroi latérale en la considérant comme un axe de 
symétrie. 
Sur la figure 4.15, sont reportées les circulations des écoulements secondaires correspondant à 
quatre largeurs de la bande rugueuse  cm10LR =  (comme dans Wang & Cheng, 2006), 
cm14LR = , cm16LR = et cm18LR =  (comme dans notre expérience). Ces largeurs 
correspondent, respectivement, à des rapports h/LR de 1.3, 1.8, 2 et 2.3. 
 
(a)  3.1h/LR =           (b)  8.1h/LR =  
 
(c)  2h/LR =           (d)  3.2h/LR =  
Figure 4.15  Evolution de l’organisation des écoulements secondaires en fonction de la largeur de 
la bande rugueuse dans un canal de rapport de forme B/h=6.6 
 
Sur la figure 4.15-a, correspondant au rapport h/LR de l’expérience de Wang & Cheng, nous 
remarquons que la cellule forcée par le gradient de rugosité est orientée, comme dans les 
simulations du chapitre 2, de la zone rugueuse (0<y<0.025) vers la zone lisse. En augmentant le 
rapport h/LR  à la valeur 1.8 (zone rugueuse 0<y<0.07), figure 4.15-b, cette cellule garde la 
même orientation, gagne en volume, mais perd en intensité dans la zone centrale. Nous constatons 
que les plus importants écoulements descendants sont localisés au niveau de la zone de transition 
de rugosité. A partir d’une valeur du rapport 2h/LR = , nous signalons l’apparition d’une cellule 
contrarotative qui vient s’installer dans la zone centrale du canal. Ce comportement est en accord 
avec les mesures de Tominaga & al. (1986), signalant la présence d’une succession de cellules 
contrarotatives dans la zone centrale d’un canal à paroi du fond rugueuse (figure 1.12-b).  
Sur la figure 2.15-d, où la zone rugueuse occupe la partie 0<y<0.09 (comme dans notre 
expérience), nous constatons qu’en imposant un palier de rugosité, la cellule centrale devient plus 
marquée. Ceci est dû au fait que lorsque nous imposons une fonction de rugosité (figure 4.1), le 
gradient qui s’impose le long de la zone rugueuse favorise l’orientation des écoulements 
secondaires des zones de fort gradient vers les zones de faible gradient. Par conséquent, la cellule 
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forcée par le gradient prend plus d’élan et limite l’intensité de la cellule centrale. Malgré cet effet 
de la largeur de la bande rugueuse sur l’organisation du champ des écoulements secondaires, nous 
pensons que l’anisotropie de turbulence à l’approche de la surface libre a un effet très important 
dans l’amorcement de cette cellule, en particulier lorsque cette bande présente un gradient de 
rugosité. Ceci explique, en partie, l’échec du modèle de Naot & Rodi (1982) et la version 
complète du modèle de Gibson & Rodi à reproduire cette cellule. 
 
4.5 Introduction à l’étude de la dispersion 
 
Outre l’étude fondamentale consacrée à l’analyse des comportements de la turbulence dans un 
écoulement à surface libre en présence d’un fort contraste de rugosité, d’un point de vue pratique, 
le modèle de turbulence que nous avons mis en œuvre  pour prédire des écoulements en présence 
d’interactions morphodynamiques complexes est indispensable dans l’analyse et l’amélioration 
des lois de fermeture des modèles de Saint Venant. Ces modèles construits par intégration sur la 
section (1D) ou sur la verticale (2D) sont considérés plus adéquats pour la prévision des 
écoulements en situations environnementales (inondation, ruissellement en milieux urbains ou 
ruraux, etc.). Dans de telles situations, les écoulements turbulents sont souvent chargés de 
particules qui sont entraînées dans les trois directions de l’espace par les mouvements du fluide. 
Le mécanisme de dispersion par agitation turbulente peut alors jouer un rôle très important dans le 
contrôle du transport de sédiments dans les lits des rivières et par suite dans la formation des rides, 
des méandres, etc. L’interaction entre ces particules avec les différentes échelles tourbillonnaires 
de l’écoulement souffre encore d’une compréhension imparfaite. Toutefois, l’influence de la 
structure multicellulaire des écoulements secondaires est certainement d’une importance 
primordiale dans les différents mécanismes de transport, entre autres le transport dispersif. D’où 
l’importance d’une bonne modélisation, sous l’influence de ces mouvements, du terme de 
dispersion. 
 
4.5.1 Problématique 
Si nous désignons par >< G la moyenne spatiale de toute grandeur locale G (moyennée dans le 
temps) : dzG
h
1G
sz
bz
∫>=<          (4.37) 
Où, bz et sz représentent, respectivement, les cotes de la paroi du fond et de la surface libre, 
comme pour la moyenne temporelle, nous pouvons décomposer la grandeur G en un champ 
moyen et une fluctuation spatiale g ′′ , tel que : 
gGG ′′+>=<  avec 0g >=′′<         (4.38) 
L’opérateur linéaire de la moyenne spatiale (4.37), vérifie également la propriété : 
>′′′′<+>><>=<< 212121 ggGGGG        (4.39) 
Les équations de Saint Venant à deux dimensions (2D), dans le plan horizontal, sont obtenues par 
l’intégration verticale des équations de Reynolds. Dans le cas d’un écoulement pleinement 
développé, l’intégration de l’équation (2.1-a) exprimant le bilan longitudinal de quantité de 
mouvement s’écrit, (Kaffel, 2004) :  
0gsin
h
u)vuuv(
dy
d 2
sfDtD
=α+−>′′′′−<+>−<
∗
4342143421        (4.40) 
Où les effets visqueux, le frottement interfacial et la déformation de la surface libre sont 
considérés négligeables. bs zzh −=  est la hauteur d’eau dans le canal et *u est la vitesse de 
frottement au fond du canal. 
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L’équation (4.40) fait, en raison des fluctuations spatiales des vitesses, émerger un nouveau 
moment croisé représentant le produit de ces fluctuations >′′′′−< vu  avec  UUu ><−=′′ et 
><−=′′ VVv . Cette équation traduit l’équilibre entre la force de gravité αρ sing , le frottement 
de cisaillement au fond 2b u
∗ρ=τ , le flux diffusif turbulent due au cisaillement transversal 
><ρ−=ρ uvDt , et le flux dispersif >′′′′<ρ−=ρ vuDsf  dû à l’advection de la vitesse 
longitudinale U par le champ des écoulements secondaires. Ce dernier est considéré en général 
plus important que le flux diffusif turbulent.  
En écoulement pleinement développé en canal rectiligne, pour prédire l’évolution transversale de 
>< U  l’équation (4.40) exige des modèles de fermeture pour ces trois derniers termes, la vitesse 
de frottement locale *u où le coefficient de frottement correspondant 22f U/u2c ><= ∗  et les 
deux flux dispersifs tD  et sfD . 
Dans l’application courante du modèle de Saint Venant, le coefficient de frottement est approximé 
par des modèles de type Chézy ou Manning-Strickler. Pour des écoulements permanents et 
uniformes, leurs coefficients respectifs HC et n sont liés à la vitesse moyenne <U>, par la 
relation : 
3/1
h
2
2
H
2
2*
R
gn
C
g
U
u ==><          (4.41) 
Où, hR est le rayon hydraulique et IgRu h
* = est la vitesse de frottement moyenne. Ces 
hypothèses de modélisation du frottement, ne mettant en jeux que des paramètres globaux, 
demeurent inadaptées pour rendre compte de la réelle complexité de l’écoulement, en particulier 
dans les cours d’eau naturels où le contraste de rugosité engendre de fortes hétérogénéités 
verticales et transversales. Il est alors important de savoir comment les variations locales de 
rugosité et la structure multicellulaire de l’écoulement, qui en découle, affectent le coefficient de 
frottement. 
Quand au terme de transport par dispersion, sa modélisation la plus courante fait appel à une 
approximation de type gradient (Elder, 1959) : 
y
UDvu xy ∂
><∂>=′′′′−<          (4.42) 
Où xyD est le coefficient de dispersion de la vitesse longitudinale U, déterminé par référence aux 
résultats expérimentaux. Dans cette modélisation, on ignore également les effets dus aux 
écoulements secondaires et toute propriété locale de l’écoulement. De ce fait, une revue de cette 
hypothèse ainsi que d’éventuelles approches de fermeture du terme de transport par diffusion 
turbulente sont nécessaires pour une meilleure formulation des équations de Saint Venant. 
 
4.5.2 Modélisations envisageables 
 
Dans ce qui suit nous allons évaluer et analyser les termes de l’équation (4.40), par application des 
modèles A-II et B-II, du tableau 4.5, à la simulation de notre expérience. Rappelons que Labiod 
(2005) a montré que la loi logarithmique de frottement (4.43) prédit correctement le coefficient de 
frottement, dans nos expériences. 
8.2)K(C)
2
cR(Ln1
c
2
S
f
e
f
−+κ=
+  avec   ν
><= hUR e           (4.43) 
Où, la distribution de la fonction de rugosité )K(C S
+ est donnée sur la figure 4.1-b. 
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Sur la figure 4.16 nous présentons les prédictions du coefficient de frottement fc . Les 
distributions des simulations A-II, B-II et du modèle ( ε,k ) isotrope sont comparées à nos résultats 
expérimentaux ainsi qu’au profil théorique donné par la relation (4.43). Ces calculs présentent une 
concordance assez satisfaisante quoique nous signalons, dans l’axe du canal ( 0=ζ ), une sous-
estimation de fc  en particulier pour le modèle isotrope. Cette figure montre une sensibilité 
insignifiante du coefficient de frottement à l’organisation des écoulements secondaires, par contre 
elle atteste d’une forte influence du contraste de rugosité sur la distribution transversale de fc  qui 
présente un fort gradient au dessus de la zone rugueuse et une évolution quasi constante au dessus 
de la zone lisse. Les fermetures standards (4.41) limitent la sensibilité du coefficient de frottement 
à la déformation de la topographie du lit, à travers le rayon hydraulique hR  et la pente du fond I. 
Or, dans la réalité, comme le prouve la figure 4.16, ce coefficient est très sensible, également, à la 
variation de la rugosité du fond qui, pour un écoulement naturel, peut parvenir d’une destruction 
du substrat, de la présence de rides, de dunes, de roches etc. Ces différents états du fond 
interagissent avec les grosses structures turbulentes et peuvent induire un important ralentissement 
de l’écoulement. D’où la nécessité de la prise en compte de leurs effets dans la modélisation du 
coefficient de frottement.   
 
Figure 4.16  Distribution transversale du coefficient de frottement au fond du canal 
 
La figure 4.17, montre les profils transversaux du terme de diffusion turbulente dû au cisaillement 
transversal, défini selon la modélisation (4.14) par >∂
∂ν>=<−=<
y
UuvD tt , et son 
approximation 
y
UD tapp,t ∂
><∂>ν=< . Cette figure montre que les évolutions de tD  et app,tD  
sont confondues pour une même simulation. Ceci traduit que la contrainte de cisaillement 
moyennée sur la profondeur >−< uv  peut être exprimée comme le produit du gradient transversal 
de >< U  par la viscosité turbulente moyenne >ν< t : 
y
UD
y
UD tapp,ttt ∂
><∂>ν=<≈>∂
∂ν=<        (4.44) 
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Figure 4.17  Distribution transversale du terme de diffusion turbulente  
 
La relation (4.44) ramène la fermeture du terme de transport de diffusion turbulente à la 
modélisation de la viscosité turbulente >ν< t , dont nous reportons l’évolution sur la figure 4.18. 
A l’exception de la zone de voisinage de la paroi latérale ( 19.0 <ζ< ) où l’on observe une 
décroissance rapide, cette figure montre que la distribution de *t hu/>ν< présente pour toutes les 
simulations de faibles oscillations autour d’une valeur constante. Ceci nous conduit à formuler 
>ν< t , suivant une relation de proportionnalité avec la vitesse de frottement locale *u , de type : 
*
t huλ>=ν<            (4.45) 
Et en conclusion d’exprimer le flux turbulent tDρ  sous la forme : 
y
UhuuvDt ∂
><∂ρλ>=ρ−=<ρ ∗         (4.46) 
Les profils transversaux assez comparables de >ν< t  (figure 4.18) prouvent que les écarts 
observés dans la figure 4.17 proviennent plutôt des différences signalées sur les gradients 
transversaux de >< U , comme montrer sur la figure 4.19. 
 
                                          
Figure 4.18  Distribution transversale de la viscosité turbulente moyennée sur la verticale   
 
Sur la figure 4.18, les écarts par rapport à la simulation par le modèle ( ε,k ) isotrope  montrent 
une sensibilité de >ν< t , à travers le transport de l’énergie cinétique turbulente 
( )/k(C 2t ε=ν μ ), aux écoulements secondaires.  
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Figure 4.19  Distributions transversales du gradient transversal de >< U  
 
Sur la figure 4.20 nous reportons les profils transversaux des flux dispersifs tD et sfD , simulés 
par les modèles anisotropes A-II et B-II et normalisés par 
2*u ( *tD et 
*
sfD ). Nous notons pour la 
simulation A-II, présentant la meilleure structure des écoulements secondaires (figure 4.6), que le 
flux dispersif turbulent tD  est plus important que celui de dispersion par l’advection sfD , dans la 
zone centrale du canal à faibles écoulements secondaires. Par contre au droit du changement de 
rugosité ( 4.0=ζ ), où ces écoulements deviennent importants, le flux dispersif dû à l’advection 
par les écoulements secondaires devient plus important. Ces observations sont moins marquées en 
absence de la cellule centrale (figure 4.6-d) et en présence de faibles écoulements secondaires 
comme le montre la simulation B-II.  
    
Figure 4.20  Distributions transversales des flux dispersifs :  
(a) modèle simplifié A-II ; (b) modèle complet B-II 
  
La figure 4.20 traduit, également, l’influence des écoulements secondaires sur l’évolution des 
profils des flux dispersifs tD et sfD . En effet, comme nous pouvons l’observer, les deux 
simulations présentent des évolutions assez différentes pour ces deux flux. Toutefois, le flux 
dispersif turbulent, exprimé par la formulation (4.46), semble plus sensible à ces écoulements 
secondaires puisqu’il dépend du gradient transversal de >< U  qui est très sensible à la structure 
de ces écoulements (figure 4.9-b et figure 4.19).  
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En ce qui concerne la modélisation de ces deux termes dispersifs, les graphes de la figure 4.20 
montrent que le modèle (4.46), avec une constante λ  égale à 0.08, prédit correctement le flux 
dispersif turbulent pour les deux modèles A-II et B-II. Par contre, la modélisation du terme de 
dispersion par les écoulements secondaires sfD semble être plus délicate. Comme montré sur la 
figure 4.20-a, le gradient transversal de >< U  qui contrôle l’évolution du flux dispersif turbulent 
tD conduit à une distribution différente de celle de sfD . En considérant le gradient transversal de 
la vitesse de frottement qui est le terme source de vorticité (Equation 2.1-b), nous avons tenté la 
modélisation suivante pour sfD : 
y
uhu2.0D
*
*
sf ∂
∂−=           (4.47) 
Les graphes 4.20-a et 4.20-b montrent que les profils donnés par l’équation (4.47) présentent des 
pics plus marqués que les distributions de sfD , calculées par les modèles 3D. La modélisation de 
ce terme reste alors une question ouverte. Cette modélisation exprimant le flux dispersif de 
quantité de mouvement par une relation locale de type gradient (4.47) semble insuffisante. Il est 
donc nécessaire d’approfondir au plan théorique les mécanismes de génération du flux dispersif 
advectif à partir par exemple d’une équation de transport. 
 
4.6 Conclusion 
 
Après avoir testé les modèles dans des cas de références et confirmer leurs bonnes prédictions des 
propriétés de l’écoulement moyen, il convenait donc dans ce chapitre de les tester dans la 
simulation d’une configuration d’écoulement plus complexe et complète. L’objectif de cette 
application est double. Elle a permis d’une part, d’évaluer la pertinence des modèles vis-à-vis de 
la reproduction des caractéristiques hydrodynamiques et turbulentes des écoulements à surface 
libre en présence d’un fort contraste de rugosité et d’autre part d’analyser leurs limites. 
 
Un premier constat concerne l’échec du modèle de Naot & Rodi (1982) à reproduire la structure 
des écoulements secondaires générés par la configuration de rugosité imposée dans notre 
expérience et par suite à reproduire l’évolution des différentes composantes du tenseur de 
Reynolds. Ceci peut être attribué principalement à la surestimation de l’intensité des écoulements 
secondaires et une insuffisance dans la prédiction de l’anisotropie de la turbulence à l’approche de 
la surface libre, comme indiqué au chapitre 2.  
La version complète B-II du modèle de Gibson & Rodi (1989) présente de meilleures estimations 
du frottement à la paroi et de la distribution transversale de vitesse puisqu’elle génère de faibles 
écoulements secondaires. Mais la non reproduction de la cellule au centre du canal bien identifiée 
dans nos expériences et les effets sur l’évolution des contraintes de Reynolds nous ont poussé à 
préférer la version simplifiée A-II.  
Ce modèle nous satisfait en effet sur plusieurs points : 
-Une réponse assez satisfaisante au déséquilibre de production de turbulence et une bonne 
reproduction de la structure des écoulements secondaires, de l’évolution du coefficient de 
frottement et de la distribution moyenne de débit. 
-La reproduction du niveau de turbulence dans la zone de paroi. D’ailleurs toutes les simulations 
confortent nos conclusions, dans l’étude de l’écoulement développé parallèle, sur le rôle du 
paramètre de diffusion μC dans le contrôle du niveau de turbulence, dans cette zone. 
-Une prédiction satisfaisante de l’anisotropie de turbulence générée par les interactions avec la 
surface libre ce qui se traduit par la reproduction de la cellule montante au centre du canal. Nous 
notons toutefois que cette cellule demeure moins intense comparativement aux expériences. 
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-La reproduction des effets  signalés lors de l’étude expérimentale, de l’évolution de la contrainte 
de cisaillement dans le contrôle de la production de turbulence, dans la zone de paroi. Le modèle 
réagit correctement à l’augmentation du gradient vertical de uw−  pour produire plus de 
turbulence et annonce une baisse de celle-ci quand le gradient de la contrainte de cisaillement 
diminue. Le modèle traduit aussi correctement la sensibilité de cette contrainte à la structure des 
écoulements secondaires. 
 
Les premières investigations dans l’étude de la dispersion soulignent l’intérêt de notre modèle 
pour analyser et améliorer les lois de fermeture des modèles de Saint Venant. Ces premiers essais 
montrent  que la loi logarithmique de frottement prédit correctement le coefficient de frottement 
en présence d’un contraste de rugosité et qu’un modèle de fermeture de type gradient parait assez 
convenable pour la viscosité turbulente. La modélisation du terme de dispersion par les 
écoulements secondaires paraît plus délicate et nécessite un traitement semblable à celui des 
contraintes turbulentes, en considérant une équation de transport.  
 
Néanmoins, le modèle nécessite encore des améliorations pour pallier l’insuffisance rencontrée 
dans la prédiction de la fluctuation verticale de vitesse, en particulier dans la zone de surface, ainsi 
que dans le niveau des fluctuations longitudinales au centre du canal. 
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Ce travail poursuivait un triple objectif :  
 
- Le premier était de compléter la base de données de C.Labiod (2005) par des mesures 
utilisant un Anémomètre Laser Doppler à deux composantes, afin de donner une 
description plus détaillée du champ des contraintes de Reynolds et des écoulements 
secondaires.  
- Le second objectif était d’analyser les capacités prédictives de modèles algébriques du 
tenseur de Reynolds dans le calcul d’écoulements à surface libre en présence de variation 
de la rugosité de paroi. 
- Il fallait enfin appliquer ces modèles à la simulation de nos expériences avec l’objectif de 
restituer l’organisation cellulaire des écoulements secondaires et l’évolution du champ des 
contraintes de Reynolds. Ces simulations devaient aussi permettre de tester de nouvelles 
lois de fermeture des équations de Saint Venant établies par intégration suivant la 
verticale. 
Nous pensons que l’ensemble de ces objectifs ont été  atteints, au moins en partie.  
 
Un premier enseignement de l’étude comparative de différents modèles présentée au chapitre 2, a 
été tiré des simulations d’écoulements 1D parallèles : Les formulations algébriques de Naot & 
Rodi (1982), Celik & Rodi (1984) ou notre adaptation du modèle de Gibson & Rodi (1989) 
doivent être ajustées pour obtenir une prédiction correcte de l’intensité turbulente près de la paroi. 
Cet ajustement porte sur le paramètre  de diffusivité turbulente Cμz  qui contrôle le gradient 
vertical de la vitesse moyenne et en conséquence la production de turbulence. Il s’avère aussi que  
la condition à la limite de Hossain & Rodi à la surface libre et la modélisation de Zeman & 
Lumley du terme de production de dissipation, restituent la décroissance de l’échelle de longueur 
à l’approche de la surface libre. Toutefois, la première semble mieux convenir en présence de 
grandes échelles et pour assurer la diminution de l’échelle de longueur à l’approche d’une paroi 
latérale. 
L’application des modèles à la simulation de différents écoulements développés non parallèles 
montre une réponse satisfaisante dans l’ensemble des situations qui ont été abordées. Nous notons 
en particulier une forte dépendance entre l’évolution de la contrainte de cisaillement, l’intensité 
des écoulements secondaires et le gradient de la vitesse longitudinale, dans l’expérience de Hinze 
(1973). L’application à la simulation de l’écoulement dans un coin carré, en charge et à surface 
libre, montre que les modèles, à travers la bonne prédiction de l’anisotropie de la turbulence 
induite par les interactions fluide/parois ou fluide/atmosphère, reproduisent la structure cellulaire 
symétrique, du coin en charge, et l’influence de la présence de la surface libre sur cette 
organisation des écoulements secondaires. Les simulations des expériences de Muller & Studerus 
(1979) et Wang & Cheng (2006) montrent que les modèles répondent bien au déséquilibre de 
production de turbulence induit par le contraste de rugosité. Une conclusion générale de cette 
étude préliminaire est aussi que la complexification des modèles n’améliore pas forcément leur 
capacité prédictive mais aussi que les bases de données utilisables sont encore insuffisantes et que 
de nouvelles expériences plus complètes  sont indispensables. 
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C’était précisément l’objectif de l’expérience dont les résultats sont présentés et interprétés au 
chapitre 3. La mise en œuvre de l’Anémométrie Laser Doppler à deux composantes s’est avérée 
efficace pour caractériser l’organisation des écoulements secondaires et déterminer de façon très 
détaillée le champ de la contrainte de cisaillement longitudinal et des fluctuations verticales. Une 
organisation en trois cellules a été mise en évidence : une cellule centrale montante dans l’axe du 
canal, une cellule principale, forcée par le gradient de rugosité, qui fusionne avec la cellule de 
surface et une cellule de coin. 
La détermination de la distribution transversale des paramètres de paroi a confirmé les résultats de 
Labiod (2005) et a permis une analyse complète des lois de similitude des contraintes turbulentes. 
Cette analyse a souligné la sensibilité de l’évolution de la contrainte de cisaillement à la structure 
multicellulaire de l’écoulement et ses conséquences sur l’intensité des fluctuations turbulentes 
dans la zone de paroi et au sein de l’écoulement en particulier au-dessus de la zone lisse.  
Les solutions asymptotiques du modèle de Gibson & Rodi a permis de développer une 
interprétation quantitative de ces résultats en confirmant les remarques précédentes. Cette étude 
confirme également la nécessité d’ajuster le paramètre de diffusivité pour obtenir dans la zone de 
paroi le bon niveau de turbulence.  
 
Le retour aux simulations de notre expérience au chapitre 4 est riche de plusieurs enseignements. 
Il s’avère que la version simplifiée du modèle de Gibson & Rodi à paramètre de diffusion constant 
donne les résultats les plus satisfaisants sur plusieurs points en bon accord avec les résultats 
expérimentaux dont, notamment : 
- La restitution satisfaisante de la structure des écoulements secondaires, de l’évolution du 
coefficient de frottement et de la distribution transversale du débit. 
- La reproduction du niveau de turbulence dans la zone de paroi après ajustement du 
paramètre de diffusion.  
- La prédiction satisfaisante de l’anisotropie de la turbulence générée par les interactions 
avec la surface libre ce qui se traduit par la reproduction de la cellule montante au centre 
du canal.  
- Le modèle reproduit aussi correctement la sensibilité de la contrainte de cisaillement à la 
structure des écoulements secondaires. 
 
Enfin, les premiers pas dans l’étude de la dispersion ont permis de souligner l’intérêt du modèle 
3D pour analyser et améliorer les lois de fermeture des modèles de Saint Venant. Ces premiers 
essais montrent  que la loi logarithmique de frottement prédit correctement le coefficient de 
frottement en présence d’un contraste de rugosité et qu’un modèle de fermeture de type gradient 
parait convenir pour la viscosité turbulente. En revanche la modélisation du terme de dispersion 
par les écoulements secondaires  s’avère plus délicate : un modèle exprimant le flux dispersif de 
quantité de mouvement par une relation locale de type gradient semble insuffisant. Il paraît 
nécessaire d’approfondir au plan théorique les mécanismes de génération du flux dispersif à partir 
par exemple d’une équation de transport qui reste à établir. 
 
Dans tous les cas, des efforts doivent être maintenus à l’avenir pour améliorer la modélisation des 
équations de transport du tenseur de Reynolds et du taux de dissipation afin de mieux rendre 
compte des effets de la surface libre. En ce qui concerne la modélisation de la dispersion dans 
l’équation de Saint Venant, une étude systématique via le modèle 3D d’écoulements à surface 
libre pour différentes configurations de rugosité devrait permettre de mieux cerner la 
problématique de modélisation du transport dispersif de quantité de mouvement par les 
écoulements secondaires. Par ailleurs ces efforts de modélisation des écoulements à surface libre 
devraient à l’avenir inclure les problèmes de transport en suspension. 
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Annexes : La procédure de résolution numérique 
 
 
 
 
A- La méthode des volumes finis  
 
La méthode des volumes finis intègre les équations locales sur un ensemble discret de volumes 
jointifs recouvrant totalement le domaine de l’écoulement. Elle consiste à intégrer les équations 
sur des volumes finis élémentaires. A ces intégrales, on applique le théorème de Gauss pour les 
termes de transport. Pour un vecteur a quelconque ce théorème s’énonce comme suit : 
∫ ∫=∇
V S
ds.n.adv.a.  
Où n est la normale unitaire à la surface S, dirigées vers l’extérieur du volume V   
 
On localise les variables principales sur des pavés du maillage, en suivant la convention initiée par 
Gosman qui consiste à repérer les faces du pavé à l’aide des quatre points e, n, o, s (pour Est, 
Nord, Ouest et Sud). On note C le centre du volume de contrôle considéré et E, N, O, S les centres 
des volumes de contrôles adjacents. Ce volume de contrôle est utilisé pour examiner les équations 
de bilan des grandeurs. 
 
Pour la mise en œuvre de la méthode des volumes finis, on définit une maille de travail dans 
laquelle on va résoudre les équations : 
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B- Exemple d’application   
 
Soit l’équation de longitudinale de quantité de mouvement : 
β−∂
∂
ρ−∂
∂−∂
∂−=∂
∂+∂
∂ sing
x
P1
z
uw
y
uv
z
UW
y
UV  
 
Dans la maille de travail, l’intégration du terme advectif conduit à : 
 
∫∫∫∫∫ ∫
ζζζζσ ζ
+++==σ∇
snoe
dlN)UV(dlN)UV(dlN)UV(dlN)UV(dlN)UV(d)UV(  
Avec )zz](U
2
VV
U
2
VV
[dlN)UV( snC
ee
E
ee
e
−−++−=∫
ζ
 
Puisque nous supposons que U est transportée par V pour un coté vertical et par W pour un coté 
horizontal : 
 
- Si V > 0  
 
Donc c’est UE qui est transportée et on aura : )zz(UVdlN)UV( snEe
e
−−=∫
ζ
 
- Si V < 0  
   
Donc c’est UC qui est transportée et on aura : )zz(UVdlN)UV( snCe
e
−−=∫
ζ
 
De même pour les autres cotés de la maille (O, N, S) on trouve : 
 
)zz](U
2
VV
U
2
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Le terme advectif résultant est donc : 
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L’intégration du terme )sing
dx
dP1( β−ρ−  conduit à : 
)yy)(zz(]sing
dx
dP1[d)sing
dx
dP1( eosn −−β−ρ−=σβ−ρ−∫σ  
 
Dans l’intégration du terme diffusif )
z
uw
y
uv( ∂
∂−∂
∂− , l’hypothèse de viscosité turbulente nous 
mène à : 
∫∫
σσ
σ∂
∂ν∂
∂+∂
∂ν∂
∂=σ∂
∂−∂
∂− d)]
z
U(
z
)
y
U(
y
[d)
z
uw
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uv( tt  
Et le théorème de Gauss conduit à : 
∫∫∫∫∫
ζζζζσ ∂
∂ν+∂
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ttt dy)z
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z
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Tel que chaque terme s’écrit encore sous la forme :   
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Ce qui fait que ce terme diffusif prend la forme suivante : 
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Les indices de mailles, représentés sur la figure suivante, nous donnent les définitions suivantes : 
 
Ve = V(J,K) Vo = V(J+1,K)  Wn = W(J,K+1)     Ws = W(J,K) 
 
UC = U(J,K)     UE = U(J-1,K)  UO = U(J+1,K)      UN = V(J,K+1)     US = U(J,K-1) 
 
zn = ZN (K) zs = ZS (K)  ye = YE (J)  yo = YO (J) 
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D’où l’équation de U discrétisée : 
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C- La résolution numérique   
 
On utilise pour la résolution la méthode de STONE qui est une méthode itérative. Le principe de 
résolution est le suivant : 
 
Soit à résoudre le système matriciel obtenu après discrétisation des équations :  
AX=Q 
Où, A : matrice ; X : vecteur inconnu ; Q : second membre 
On introduit une matrice N telle que : 
 N << A 
A + N = L .U 
Où, L est une matrice triangulaire inférieure, U une matrice triangulaire supérieure. 
On introduit le résidu  R = Q - AX 
A la nième itération, on calcule Rn = Q – AX n 
On cherche  X n+1 tel que  
(A + N) X n+1 = (A + N) X n + (Q – AX n) 
R n = (A + N) (X n+1 –X n) 
On résout d’abord le système : 
LY n = R n    ⇒   Y n 
Puis on calcule : 
U d n = Y n   ⇒   d n   ⇒    X n+1 = X n +  d n    
On connaît X n+1, A, N et Q, on déduit alors L et U  
R n+1 = Q – A X n+1    
On arrête les itérations quand le résidu est suffisamment petit. 
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D- Organigramme sommaire de la résolution numérique   
 
 
 
